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SOMMARIO

Nei casi di strutture in cui siano presenti cricche e si desideri cono-
scere con accuratezza 11 valore del fattore di intensitd degli sforzi
all' apice della cricca, non ¢ sufficiente riferirsi a soluzioni approssimate,
ma occorre utilizzare sofisticate tecniche numeriche.

In particolare, in questo lavoro, vieme utilizzato un metodo agli ele-
menti al contorno; i risultati scno confrontati con quelli ottenuti con tecni-
che analoghe e con tecniche agqli elementi finiti.

INTRODUZIONE

La determinazione dell’ andamento del campo di tensione all' apice di
una cricca & stato oggetto di numerosi studi [1,2,3,4,5,.6].

Seqguendo il modello bidimensionale proposto da Westergaard [1] e da Ir-
win [2], 1' andamento degli sforzi in presenza di una cricca, pud essere
espresso dalla relazione:

fii( @)

vimr

dove r & la distanza dall' apice della cricca e @ 1' angolo tra la direzione

o= K + al. term , (1)

della cricca ed il generico punto; Gjj sono le componenti del tensore degli

sforzi e Qj(w) opportune funzioni trigonometriche adimensionali. I termini

non specificatamente indicati nella (1), non presentano singolarita e quindi,
nelle immediate vicinanze della cricca, il loro contributo é trascurabile.



Il fattore di intensita degli sforzi K é in genere definito per 1 tre
diversi modi di apertura della cricca indicati in Fig.l.

Figqura 1. Modi fondamentali di apertura della cricca: a) apertura, b} scorri-
mento, c¢) lacerazione.

In particolare, per i primi due, nel caso di piastra finita risulta {7]:

K= HTynL (2)
K= BT 7L

dove T & la tensione applicata, L la semilunghezza della cricca, Y il fattore
di correzione che tiene opportunamente contc delle dimensioni finite della
struttura e della posizione in cui si manifesta la cricca.

Il

Nel casq in cui la direzione della cricca formi un angolo 8 con la dire-
zione di applicazione del carico, Fig.2, risulta [7]:

Ky = YT /7 Lsin?8

(3)
Ky = % T mLcos @sin 6

Figura 2., Piastra di dimensioni finite com cricca inclinata.

Scopo del presente lavoro ¢ il calcolo dei fattori di correzione Y, %
nel caso di una piastra di dimensioni finite in materiale composito
(modellizzato come una sequenza di strati omogenei ed anisotropi) utilizzando
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il metodo degli elementi al contormo. I risultati sono confrontati con quelli
ottenuti da altri Autori con lo stesso metodo [8,9,101 o mediante tecniche
agli elementi finiti [7].

GENERALITA' SUL METODO DEGLI ELEMENTI AL CONTORNO

I1 metodo degli elementi al contorno trae origine dal teorema di reci-
procita di Betti [11] e di identita di Somigliana [12].

Figura 3. Geometria del corpo.

Per problemi elastici, con riferimento alla Fig.3, la relazione che for-

nisce lo spostamento zg(p), nei punti p interni al dominio R delimitato dal
contorno § (il pedice "i" individua la componente i-esima del vettore) pud

essere espressa, nell' ipotesi che i carichi ty siano applicati solamente sul
contorno, nella forma:

uf p) =LU,-J(p, Q)1fQ)as —jsz-,(p, Q) uf Q) ds (4)

I punti indicati con lettera maiuscola si riferiscono a punti apparte-
nenti al contorno.

Le funzioni U e T indicano le soluzioni della equazione di Navier corri-
spondenti rispettivamente al carico e spostamento unitario imposto nel generi-
co punto Q del contorno (soluzioni fondamentali).

Dalla {4) ¢ immediato calcolare le deformazioni:

51'j=“;“(”i, "'“j,i) (53

(il simbolo ,i indica la derivata rispetto a X;) .
Attraverso la legge di Hooke:
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O';‘j:[c]ffj (6)

¢ possibile esprimere gli sfor;i nella forma:
o1k p) = [ Uil p, Q) t{ Q) ds - [ T b, @) uf Q) ds (1)
S S

Si osserva che sforzi e spostamenti nel generico punto p implicano la
conoscenza degli spostamenti e dei carichi in ogni punto del contorno: questi,
sequendo 1 risultati mostrati in [14)] possono essere ottenuti risolvendo
1' equazione integrale di Fredholm, in letteratura indicata come Boundary
Integral Equation (BIE) [10,13,14]:

CijufP)+ [ AP, QufQlas = [u;{P 0)tf0)as (8)

<S> <S>

dove < > indica 1' integrale in parte principale e:

ci{P) = [1{P Q) ds (9)
<S>

Nelle precedenti equazioni devono essere esplicitati i nuclei U e T 1la
cui forma dipende dal particolare tipo di problema in esame (caso bidimensio-
nale o tridimensionale, materiale isotropo o anisotropo, presenza o meno di
cricche, ecc.).

Figura 4. Geometria della cricca.

Nel caso di problema bidimensionale con materiale anisotropo ed in pre-
senza di una cricca piana lungo 1' asse X, la cui geometria ¢ indicata in
Fig.4, le funzioni U e T risultano [10]:

2
Ujj( P L) = 2Re[ ; Pfk¢jk(zks ck)} - {10)

dg jil z. Ck)} i

2
Tii\p,qg, L) =2R ; -
j}(p q ) e{gl Q;{k(/-lkn]_ 132) de
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dove "L" individua la dimensione caratteristica dellia cricca e:

B+ Bio— Pretty

{ad = ‘42”“+ﬂ12:”k_ﬂ26

2 (12)
Hi

1

{ka} :{pk} (13)

La variabile zy & definita attraverso la relazione:

Zp= X+ Upy (14)

con X,y coordinate del generico punto e g (k = 1,2) soluzioni complesse co-
niugate della equazione caratteristica:

Boz—21Pog+ (2B12+ Bog) 1 = 2Brep” + By = 0 (13)

che assicura la compatibilita delle deformazioni:

Feg Toy Tray | (16)
& T oy

avendo assunto che gli sforzi siano esprimibili secondo la formulazicne di
Airy, attraverso le relazioni:

ox=2Re| gt + B2 (17)

r 2 2 ‘
oy =2Re w2~+—z} (18)

fx};:"zRe ﬂl—d‘*z' +/U2—2— (19)

di’r 4’
Z dzj

e tali da soddisfare la legge di Hooke:

Bx A1 P2 Psl| T x
ey | =Pz P2 Plloy (20)
¥ Bie Pre Begl| «
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dF ;g

Le funzioni @ji = p (1' indice j si riferisce alla componente del ca-
<k

rico applicato) sono tali che:

1
$ilzg) = ———F—°
‘ 2 2l pey - g
= 1) AjacT (2 e + (g = 71) Ay T2, 5) + (pp = ) Ajpc I (25, 2| + (21)

Ajklog (Zk— C]c)

con I = 3-k e J(z,c) dato da:

\/22— sz/czm L2 + ¢z — L2

z+v‘zz—Lz][c+\/c2—Lz] 1y

J(c, z) = rlog [

Nella precedente relazione cy individua la posizione dove & applicato il

carico, nj,np sono le normali alla superficie e le costanti complesse Aj; sono
determinate in modo da soddisfare la condizione che il carico applicato, rela-

tivo alle soluzioni fondamentali, sia unitario (con :g]_( complesso coniugato di

Ajg e analoghe):

2 o

— 2
;1( Ajx— Ajx) = — j“. (23)
) L 55
";l(ﬂkAjk"' #kAjk) = “j}_j (24)

e la continuita degli spostamenti:

2

1<Z1( PrAjk— PrAjk) = 0 (25)
2 A

E(qkAjk" GAjk) = 0 (26)

dove:
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Pk = Ptk + Bra- Btk

ax = Pz + Prosg— P
M

(27)

e éjj delta di Kroneker.

Dalle precedenti relazioni & possibile [8] esprimere i fattori di inten-
sita degli sforzi attraverso le:

1
K= 1}%{(2 )2 By £11+ Pz €22+ 2526 1) 9:0} (28)

1
Ky = 1}_:?0{(2 7:1‘)2[[?16 £11+ Bog £99+ 2 B 312] 0=0} (29)

STMULAZIONI NUMERICHE

Nella simulazione numerica il contorno & discretizzato in un numero fi-
nito di segmenti lungo i quali si assume una distribuzione lineare sia degli
spostamenti che dei carichi applicati. Si osserva che per continuita lo spo-
stamento del nodo tra due elementi contigui deve essere il medesimo, mentre
per il carico tale condizione ovviamente non é richiesta.

Assumendo la distribuzione lineare all' interno di ogni elemento,
1' equazione integrale (8) che consente di determinare gli spostamenti e le

eventuali reazioni vincolari incognite sul contorno, pud essere espressa nella
forma: ‘

NSEG [ 2([, 0 A
c,-juj(PNME |42 —2——(—-1) =1 uP| ;[ Py Q) dS

QL (_ymQ

AS AS

= NSEGJ Zz l_(_l)IH_E_ 3(=1) 2 é
élA aEl 2 AS

(30)

tf| Ui { P Q) as

dove é} individua il punto medio dell' elemento, AS la lunghezza dell' elemen-

to e Q la posizione corrente.

Una volta valutati gli integrali che intervengono nelle precedenti equa-
zioni (se la geometria ¢ elementare 1' integrazione pud essere agevolmente
effettuata in via analitica) si perviene ad un sistema algebrico lineare.
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I1 programma di calcolo che & stato implementato consente la simulazione
di un composito multistrato simmetrico con cricca comunque orientata.

Al fine di confrontare i risultati con quelli ottenuti in [7] dove il
modello matematico (Modified Mapping Collocation Method) & stato simulato me-
diante una tecnica agli elementi finiti, & stata presa in esame la stessa con-
figurazione esaminata in [7], consistente in una piastra piana rettangolare in
laminato unidirezionale con fibre orientate lungo la direzione della cricca e
con caratteristiche elastiche e geometriche mostrate nella Tab.l e Fig.5.

Tabella 1. Caratteristiche del laminato.

Vetro—Epoxy Grafite—-FEpoxy
Ey  (GPa) 48.27 133.8
E;  (GPa) 17.24 ‘ 9.58
Gy (GPa) 6.90 4.80
0.29 0.28
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Figura 5. Geometria della piastra.

Sono stati considerati diversi valori del rapporto H/W per poter stabi-
lire da quale punto in poi la piastra possa essere assunta come infinita e
quindi tale che le condizioni al contorno non influenzino pil i risultati. Si
sono altresi considerati diversi valori del rapporto L/W e dell' inclinazione

O della cricca. Sono state effettuate due diverse condizioni di sollecitazioni
esterne: una corrispondente ad una tensione uniforme (T=10 KPa) applicata su
due lati del contorno, Fig.5, ed una corrispondente ad uno spostamento unifor-
me (Au=0,4-10 _6m)‘

Nelle fiqgure che segquono sono riportati gli andamenti dei fattori di
correzione ¥, ¥ al variare dei rapporti L/W e H/W. In ogni figura i due gra-
fici si riferiscono rispettivamente ai risultati riportati in [7] ed a quelli
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ottenuti con il programma di calcolo relativo al metodo agli elementi al con—
torno precedentemente illustrato.
Le Fig.6-7-8-9 e Fig.10-11-12-13 si riferiscono rispettivamente al caso

di laminato in Vetro-Epoxy e Grafite-Epoxy per diversi valori dell' angolo ©
che la cricca forma con la direzione del carico nel caso di tensione uniforme.
Sempre per il caso della tensione uniforme, in Fig.l4, si confronta il compor-

tamento del materiale anisotropo e di uno isotropo (E=133.24 GPa, V=0.29)
nell' ipotesi di ©=90°. Infine nelle Fig.15-16 viene indicato 1° andamento di
¥ al variare di 0.

Nella Tab.2 sono indicati i valori di correzione ¥, % per una piastra

isotropa, con le caratteristiche geometriche e meccaniche indicate soggetta a
tensione uniforme, ottenuti nel presente studio e da altri Autori.

Tabella 2. Confronto dei risultati numerici ottenuti nel presente lavoro con
quelli di altri Autori.

(Caso isotropo E=48.24 GPa, v=0.29, jz-: 3, = = “5—, B =45")
W w2

Yy ¥q

Tada FEM 1.46 1.2
Cruse FEM 1.456 1.180
Cruse BIE 1.424 1.180
Karami BIE 1.464 1.182
Blandford BEM 1.45 1.196
Yum - Hong FEM 1.453 1.182
presente studic BIE 1.423 1.180

Da Fig.17 fino a Fig.27 si fa riferimento al caso in cui venga imposto
lo spostamento uniforme,
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L/W T Tuw

Figqura 7. Laminato Vetro - Epoxy. O = 45°. Tensione uniforme.

Q Q1 02 03 04 a5 a6 Q7
L/w

Figura 8. Laminato Vetro - Epoxy. O = 60°. Tensione uniforme.
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Figura 9. Laminato Vetro - Epoxy. 0 = 90°. Tensione uniforme.
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Figura 10. Laminato Grafite - Epoxy. 0 = 30°. Tensione uniforme.
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Figura 11. Laminato Grafite - Epoxy. O = 45°. Tensione uniforme.
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Figura 13. Laminato Grafite - Epoxy. B = 90°. Tensione uniforme.
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Figura 14. Confronto caso isotropo. 0 = 90°. H/W=1. Tensione uniforme
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Figqura 15. Laminato Vetro - Epoxy. Cricca a inclinazione variabile. H/W=1.
Tensione uniforme.
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Figura 16. Laminato Grafite - Epoxy. Cricca a inclinazione variabile. H/W=1.
Tensione uniforme.
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Figura 17. Laminato Vetro - Epoxy. 0 = 30°. Spostamento uniforme.
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Figura 19. Laminato Vetro - Epoxy. 0 = 60°. Spostamento uniforme.
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Figura 20. Laminato Vetro - Epoxy. 0 = g90°. Spostamento uniforme.
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Figura 22. Laminato Grafite - Epoxy. O = 45°. Spostamento uniforme.
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Figura 23. Laminato Grafite — Epoxy. 8 = 60°. Spostamento uniforme.
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Fiqura 24. Laminato Grafite - Epoxy. O = 90°. Spostamento uniforme.
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Figura 25. Confronto caso isotropo. O

90°., H/W=1. Spostamento uniforme.
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Figura 26. Laminato Vetro - Epoxy. Cricca a inclinazione variabile. H/W=1.

Spostamento uniforme.
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Figura 27. Laminato Grafite - Epoxy. Cricca a inclinazione variabile. H/W=1.
Spostamento uniforme.
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ANALISI DEI RISULTATI E CONCLUSIONI

I risultati sono in buon accordo con quelli di altri Autori sia nel caso
in cui siano state applicate tecniche agli elementi finiti che al contorno e
mostrano la notevole influenza del fattore di correzione dalle condizioni geo-—
metriche e di carico. Si possono trarre le sequenti osservazioni:

® I]1 fattore di correzione per uma piastra di dimensioni finite aumenta
all' aumentare della dimensione della cricca.

® Y; ¢ sempre pill grande di Y9 e questa differenza aumenta all' aumen-
tare della dimensione della cricca.

® Yy e Y, diminuiscono sempre all' aumentare del rapporto H/W nel caso
di applicazione di una tensione uniforme. Nel caso di applicazione di uno spo-
stamento uniforme cid non si verifica sempre.

® Gli effetti delle condizioni al contorno sono trascurabili quando il
rapporto H/W & superiore di 2.

® I1 fattore di correzione diminuisce aumentando 1° anisotropia del ma-
teriale sia nel caso di applicazione di tensione uniforme che nel caso di spo-
stamento uniforme. Questi risultati coincidono con quelli/trovati da Bowie-
Freese come indicato da Yum - Hong [7].

® Y) cresce diminuendo 1' inclinazione della cricca nel caso di applica-
zione di tensione uniforme. Nel caso di applicazione di spostamento uniforme
cio non si verifica sempre.

® Il fattore di correzione per problemi anisotropi non si discosta ec-—
cessivamente da quello isotropo solo quando le dimensioni della cricca sono
piccole rispetto alle dimensioni della piastra.
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