IGF& - VI Convegno Nazionale
GRUPPO ITALIANO FRATTURA
Ancona, 7 - 8 giugno 1990

UN NUOVO METODO NUMERICO PER LA DETERMINAZIONE DI "WEIGHT FUNCTIONS"
IN PROBLEMI BIDIMENSIONALI.

M. Beghini, L. Bertini, E. Vitale

Dipartimento di Costruzioni Meccaniche e Nucleari
Via Diotisalvi, 2 - 56126 Pisa.

SOMMARTO

Il lavoro concerne lo sviluppe di un metodo numerico per la
determinazione delle "Weight Function" in problemi bi-dimensionali di
meccanica della frattura. Dopo una breve disamina delle pill recenti
tecniche numeriche, wviene propostoc un nuovo approccio, basato su calcoli
agli Elementi Finiti condotti con "mesh" grossolani e sulla conoscenza
di un limitato numero di valori del fattore di intensificazione delle
tensioni per una data condizione di carico. La validita del metodo viene
dimostrata con riferimento ad un particolare problema teorico, mentre la
Sua accuratezza ed applicabilitd vengono discusse facendo uso di alcune
applicazioni numeriche.

INTRODUZIONE

Il metodo della "Weight Function" (WF), introdotto per la prima volta
da Bueckner [1] e Rice [2], & stato largamente impiegato nel campo della
Meccanica della Frattura Lineare Elastica per la determinazione dei
Fattori di Intensificazione delle Tensioni (K} in presenza di condizioni
di carico wvariabili. 1Infatti, una volta nota la WF per un corpo
contenente una fessura di lunghezza 'a', il K pud essere valutato con
una semplice integrazione su tutta la lunghezza della fessura, facendo
uso della sola distribuzione di tensioni 'op(x)' ("tepsione nominale")
relativa al corpo nel suo stato non fessurato ("iniziale"), - soggetto
alle stesse condizioni di carico e wincolo. I vantaggi derivanti
dall'impiego delle WF divengono particolarmente evidenti in casi in cui
si richieda di wvalutare il K per diverse condizioni di ecarico o
lunghezze di fessura, come in problemi di propagazione di fessure per
fatica o per "shock" termico. Nel presente lavoro si fara riferimento al
solo modo I di apertura ("Crack opening"), anche se il metodo proposto
puo essere facilmente esteso al modo II ("Crack sliding"). In geometrie
piane, il K pud essere valutato con la seguente espressione:

a
K = J o(x)-h(x,a) dx {1)
0

dove h(x,a) & la "Weight Function". La h(x,a) & numericamente uguale al
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valore del K nel caso in cui due forze unitarie, agenti in direzione
opposta, siano applicate ai labbri della fessura in posizione 'x!'
(o,(x)=5(x), &(x)=funzione di Dirac) :

a
J h(x',a) 6(x)-dx' = h{x,a) (2)
9]

Fspressioni esatte in forma chiusa della WF sono disponibili selo per
casi di fessure dalla geometria semplice inserite in corpi infiniti,
mentre la risoluzione dai problemi di pratico interesse richiede
normalmente 1l'uso di tecniche numeriche.

Un metodo largamente utilizzato per la valutazione numerica delle WF
gl basa sull'impiego della Eq. 2 e richiede l'effettuazione di una serie
di calcoli, con il metodo degli Elementi Finiti (EF) o degli Elementi di
Contorno (EC), del fattore di intensificazione delle tensioni prodotto
da coppie di forze unitarie poste in diverse posizioni lungo la fessura
[4-6]. Questo metodo pud produrre risultati accurati, ma richiede
generalmente 1'impiego di medelli piuttoste raffinati, contenenti una
accurata discretizzazione delle zone attorno all'apice della fessura,
l'uso di tecniche per la wvalutazione del K e l'effettuazione di un
numerc piuttosto elevato di analisi.

Nel tentativo di semplificare la determinazione delle WF, sonoc stati
proposti diversi metodi approssimati. Molti di questi sono basati sulla
relazione seguente, dovuta a Rice [2,7], che correla la WF con il COD
{"Crack QOpening Displacement"):

H Julx,a)
h(x,a) = (3}
K(a) Qo a

dove: u{x,a) = spostamento relativo dei bordi della fessura

H = E per il caso di "plane stress"

E!{l—uzl per il caso di "plane strain"
E = module di Young
i = coefficiente di Poisson
La WF pud essere ottenuta dalla (3) bve sianc note le funzioni 'K(a)'

e 'u(x,a)" in almeno una condizione di carico. Mentre la prima di tali
funzioni & disponibile per molti casi di pratico interesse, lo stesso
non put dirsi per la seconda, che risulta generalmente non nota. Per
ovviare a tale inconveniente, Petroski ed Achenbach [8] hanno proposto
un metodo approssimato, basato sull'ipotesi che la funzione 'u{x,a)'
possa essere espressa come una serie di potenze (limitata ai primi due
termini) di (a-x). I primi due coefficienti di tale serie possono essere
calcolati dalla conoscenza dell'andamento asintotico in prossimita
dell'apice della fessura, dove il campo di spostamenti pud essere
espresso dalla seguente funzione (del solo K)

(4)

1lim ui{x,a) =

4-K [ (a-x) ]i
¥ =>a H

2n

e dalla condizione di auto-consistenza, che pud essere ricavata dalla
combinazione delle Eq.ni (1) e (3):
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2 u(x,a)
Ke'y= H. | o ida)e “dx (5)

da

Il metodo di Petroski-Achenbach richiede la conoscenza della sola
funzione 'K(a)' per una condizione di carice di riferimento. Tuttavia
e@sso, in quanto impiega una espansione in serie limitata a due soli
termini, fornisce risultati soddisfacenti soltanto se la funzione
‘g _(x)' non presenta sensibili gradienti lungo la fessura [9-11]. Questo
rende difficoltosa l'applicazione del metodo a melti problemi di
rilevante interesse pratico, come quello delle fessure originantisi al
bordo di fori [12].

Moravietz et al. [13] hanno proposto un metodo, basato sul calcolo
della 'u(x,a)' tramite analisi agli EF, per mezzo del quale la WF pud
essere ottenuta anche senza la funzione 'K(a)'. Questo metodo presenta
restrizioni sulla distribuzione di tensione di riferimento simili a
quelle del metodo di Petroski-Achenbach, se applicato facendo uso di
modelli agli EF di tipo semplice e privi di una dettagliata
discretizzazione dell'apice della fessura, in quanto si rende necessario
ipotizzare a priori la forma analitica della funzione 'u{x,a)'. In
alcuni lavori recenti, Fett ed i suoi collaboratori hanno esteso il
metodo di Petroski-Achenbach utilizzando un numerc maggiore di termini
nello sviluppo in serie (si veda [14] per una panoramica abbastanza
esauriente).

Molti metodi basati su analisi agli EF del campo di spostamenti
associato con la presenza di una fessura sono stati applicati per 1la
valutazione numerica delle WF. Tutti questi metodi richiedone una
accurata discretizzazione della zona attorno all'apice della fessura [3]
e l'impiego di elementi speciali [15,16]. Recentemente il metodo degli
EC ha permesso una pid efficiente applicazione di queste tecniche a
problemi di maggiore complessitad, comprendenti sia modi misti di
apertura che fessure tri-dimensionali [17-19].

Il metodo presentato nel presente lavoro & basato su alcune proprieta
particolari delle WF e non richiede la formulazione di alcuna ipotesi
circa la forma della 'u(x,a)'. Esso fa usc di distribuzioni di tensione
valutate con mesh EF o EC grossolani, privi di ogni dettaglio dell'apice
della fessura, e di un numero molto limitato di valori di K. La WF &
espressa come una doppia serie di potenze avente un numero arbitraric di
termini, che pud essere fissato in modo da ottefere la necessaria
accuratezza. Uno dei vantaggi pid importanti del metodo & il fatto che
esse produce la WF per ogni lunghezza di fessura entro il campo
prescelto per 1'analisi, e questo risulta particolarmente utile in casi
in cui si intenda seguire 1'evoluzione di un difetto.

FONDAMENTI TEORICI

Il metodo si basa sull'osservazione che, facendo riferimento all'Eq.
(1), il K relativo ad una data lunghezza di fessura pud essere valutato
sia facendo uso della tensione o relativa al corpo "iniziale" non
fessurato, sia impiegando la distriguziona di tensione che si produce in
un  corpo recante una fessura di lunghezza minore. Si consideri ad
esempio il caso di una fessura superficiale di lunghezza 'a' inserita in
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un corpo semi-infinito, scggetto ad uno stato uniforme di tensione 'o,'.
In tali condizioni (Fig. 1), lo state di tensione nominale risulta
ovviamente costante su tutta la lunghezza di fessura (o (x)=0,). 85i
consideri adesso lo stesso corpt semi-infinito, ma contenente un difetto
di dimensione 'b' (b<a). Il relativo stato di tensione 'o(x,b)' & nullo
per 0<x<b e presenta una singolaritd del tipo 1/J(x-b) per x->b.
L'applicazione della Eg. (1), sia al caso del corpo "iniziale" non
fessurato, che a quello del corpo fessurato, permette di ricavare la
seguente relazione:

a a
o(%x,b)-h(x,a) dx - o(x,0)"h(x,a) dx (6)
b 0

valida per gqualsiasi valore di b minore di a.

La validitd dell'Eq. (5) pud essere facilmente verificata per il caso
di un corpo infinito contenente una fessura di lunghezza '2a' e soggetto
ad uno stato uniforme di tensione 'o,'. In questo casc sonc infatti
disponibili, sia per la WF che per la distribuzione di tensione
all'apice del difetto, le seguenti espressioni analitiche:

g.°x

a{x,b) =

a 3
; h{x,a) = 2-[ —-——] ()
)

Jx2-b2? n-(az-x2

Sostituendo le (7) nella (6) ed integrando si ottiene facilmente:

a o_'x a 3
2+ [ ] dx = o fna (8)

b Jx2z-b2 n-(az-x2)

Disponendo della distribuzione di tensione in un corpo fessurato per
un certo numerc di lunghezze di fessura 'ak' (k=1+Na}, per ciascuna di
esse e per ogni lunghezza di fessura 'b' {b=am, m<k) disponibile &
possibile scrivere una equazione del tipo (6). Assumendo una opportuna
espressione matematica generale per la WF (ad esempio una espansione in
serie) tali equazioni possono essere combinate per formare un sistema
avente per incognite i coefficienti dei}'espressione stessa.

Equazioni addizionali possono poi essere ottenute dalla conoscenza di
alcuni valori di K(a), sia da espressioni in forma chiusa che da calcoli
di tipo numerico.

La soluzione del sistema permette la wvalutazione della WF per
1'intero insieme di fessure aventi lunghezza minore od uguale ad 'ag '

L'espressione della funzione o(x,b), necessaria per la valutazione
degli integrali presenti nella Eq. (6), & stata ottenuta nel presente
lavore combinando i risultati di amalisi agli EF condotte con "mesh"
grossolani, con il comportamento asintotico della tensione in prossimita
dell'apice della fessura, che dipende solo dal valore di 'K(b)'.

Le tecniche matematiche utilizzate per la pratica applicazione del
metodo sono presentate in maggiore dettaglico nel paragrafo seguente.
Esso & stato sinora sviluppato sotto le sequenti ipotesi: Mode 1 di
apertura in corpi piani, fessure interne in posizione simmetrica con
carichi simmetrici oppure fessure superficiali. Tali assunzioni non
limitano tuttavia la generalitd del metodo, che pud essere facilmente



esteso per coprire altri casi.

FORMULAZTONE MATEMATICA

Per lo studio del caso del corpo piano recante una fessura
superficiale (Fig. 1) & stata assunta la seguente espressione generale
per la WF:

2 ' n m )
h(x,a) [—-—] I I aij-al‘l-[1~xja)‘j“l}fp =
n-{a-x) i=l j=1

(9)

n m

b A L a;.F:.{x,a)
1 x5
i=1 3=1 0 3

dove 'n' ed 'm' sono i numeri di termini della doppia serie di potenze e
'p' pud assumersi pari a 1 o 2 alle scopo di produrre due distinte
sequenze per gli esponenti dei termini in (1-x/a). Il valore di alcuni
dei coefficienti 'a;;' pud essere fissato in modo da soddisfare le
sequenti condizioni aE limiti:

2 H
lim h(x,a) = [—] (10)
X->a n-{a-x)

2 H
lim h(x,a) = [——-] -[1+um'{1-xfa)+um'-:l-xz’alz] (11)
a-»0 n-{a-x)

le quali richiedono rispettivamente che, per 'x' che tende ad 'a', la WF
assuma la forma tipica di una fessura in un corpo infinito e che,
allorché la lunghezza della fessura diventa molto piccola, essa venga a
coincidere con la WF di una fessura superficiale in un corpo semi-
infinite, ottenuta da Bueckner [21] (vedi Appendice).

Sostituende 'h(x,a)' ricavato dall'Eq. (9) nelle (10) ed (11):

n :
lim h(x,a) = I uil'al-l = 1 (12)
x=>a i=1

m

lim h(x,a) = E alj'{l-x/a){j_l}fp = 1+g10-{1-xfa}+pzﬂ-(luxja}2. [13)
a->0 j=1

Per poter soddisfare le Eqg.ni (12) e (13), rispettivamente per ogni
lunghezza 'a' di fessura e per ogni 'x', si richiede che:

a7 = 1; aj; =0 [ 04 =2:3;u.:.0 ] (14)
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G1,p+1 = B1gé @p,2p+1 T Hagi @1,5 = 0 [3Fp+1,2p+1] (15)
Combinando le Eg.ni (6) e (9) si ottiene poi la seguente relazione:
a n m a n m
G{x,b}:r .2 aij'Fijtx,a}dx = a{x,OJ:E 'E uij'Fij(x,a)dx (16)
b i=1 j=1 0 i=1 j=1
che pud scriversi nella forma seguente:

n m
B L u--'Cij(ﬂ;b) =0 {l?,

i=1 §=1 7

dove:

a
U(x,b}'Fij(x,a)'dx - J u{x,GJ'Fij{x,aj'dx (18)
0

a

Clj (a,b} = J

La distribuzione di tensioni 'o(x,0)' pud essere generalemente
ottenuta in modo agevole per mezzo di considerazioni legate alla teoria
dell'elasticita, oppure, per corpi di forma pid complessa, tramite
semplici analisi numeriche agli EF. La 'o(x,b)', che presenta una
singolarita, non pud invece essere ottenuta tramite analisi agli
EF condotte con "mesh" grossolani. Pertanto, allo scopo di valutare il
primo degli integrali contenuti nella Eq. (18), il campo di tensioni
fornito dagli EF @& stato sostituito, in prossimitd dell'apice della
fessura, con l'andamento asintotico teorico (vedi Fig.2), che dipende
dal solo valore di 'K(b)':

b

Opg (given by FE) for x>x,
o(x,b) = { {19)
K(b)-[2-m- (x-b)] % for %<x,

dove 'x,' & l'ascissa del puntc di ihtersezione tra 1'andamento della
tensione valutato con gli EF e gquello asintotico. Sulla base di tale
ipotesi, pud derivarsi la seguente relazione:

a
J U{x,b}‘Fij{x,a)*dx =
b
(20)

R K(b) a
= _%Fij{x,a]'dx + GFE{x,b]'Fijfx,a]‘d}:
b [2'n-{x-b)] b4

Gli integrali contenuti nelle Eg.ni (13) e (15) possocno a gquesto
punto essere valutati in modo piuttosto semplice, sia per via numerica
che, sottc alcune ipotesi semplificative (es. approssimando 1la
variazione della tensione con la coordinata 'x' tramite una spezzata),
in forma chiusa (esatta), almeno per j<5.
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TECNICHE RISOLUTIVE

I1 primo passo della soluzione consiste nella valutazione del campo
di tensioni agente nel corpo "iniziale" non fessurato per una condizione
di carico di riferimento. In sequito, per una data geometria di fessura,
vengono condotte una serie di analisi agli EF per 'N.' fessure di
lunghezza crescente, allo scopo di ottenere le relative distribuzioni di
tensioni 'UFE'. Per ciascuna di tali fessure di lunghezza a=ag (2<f<N_)
e per ciascun valore b=a_ (1<g<f), pud scriversi una Eq. del tipo (17).
Yyuesto permette di ottenére un insieme di {Na—l}'Nafz equazioni:

n =3

: ‘E aij‘Cijl{af,ag,K(ag)} =0 (2la)
i=1 j=1

che, unitamente alle condizioni ottenute dall'Eq. (1):

ﬂg n m
K{ag}= a(x,0) _E +E uij'Fij'dx {21b)
0 i=1 j=1

formano un sistema nelle incognite ajs (1.3 >1).
E' da notare come il wvalore dei goefficienti 'C;y' nella Eq. (2la)

dipenda da quello di 'K(a_)', che pud essere esso” stesso incognito;
infatti, per quanto concerne la funzione 'K(b)', possono darsi due
situazioni:

1) il valore di 'K' & disponibile per ciascuna delle lunghezze 'af', sia
tramite soluzioni teoriche che numeriche;

2) il valore di 'K' & noto solo per alcune delle lunghezze ‘ag',
generalmente tramite calcoli numerici.

Nel primo caso, le Eg.ni (21) formano un sistema lineare nelle
incognite 'aij'. Tale sistema, avendo generalmente un numero di
equazioni supériocre a gquellc delle incognite, deve essere risolto
tramite appropriate tecniche di regressione, come ad esempio il "normal
equation method".

Nel secondo caso, alcuni dei wvalori di 'K(a,)' dono incogniti e,
pertanto, vengono valutati nel corso della soluzigne. Questa situazione
viene discussa in maggiore dettaglio, a causa della sua maggiore
generalitd ed in quanto pud permettere 1'ottenimento della WF con un
numero ridotto di wvalutazioni di 'K', solitamente piuttosto costose. In
questo caso, il sistema (21) non & pill lineare, poiché i coefficienti
Ci' dipendono dai valori (incogniti) di 'K(a_ )', che, a sua volta,
dlgende dagli 'a;js'. Di conseguenza, il sié%ema (21) deve essere
trattato con una tetnica di soluzione non lineare.

Nell'ambito di questo lavoro & stato usato un algoritmo di soluzione
iterativo che implica i seguenti passi:

a) i wvalori degli 'a;;' wvengono inizializzati in base a qualche
soluzione nota (ad es. fessura in corpo infinito)
b) i valeori incogniti 'K' wvengono calcolati tramite 1'Eq. (21b)

o) i 'Cij' vengono calcolati per mezzo delle Eq.ni (19) e (20)

267



d) il sistema formato dalle Eq.ni (2la) e da quelle tra le Eq.ni (21b)
che corrispondono ad un valore noto di K, viene risolte per gli 'uij'
con il "normal equation method".

1 punti da b) a d) vengono ripetuti fino a che le variazioni degli
‘&, e dei walori di 'K' +tra iterazioni successive diventano
su%%lclentemente piccole. La procedura pud® essere messa in atto, anche
su un "personal computer", tramite un programma che utilizzi come dati
di ingresso i risultati di una analisi agli EF di tipo "coarse mesh".

APPLICAZIONI E DISCUSSIONE

11 metodo proposto & stato applicato per wvalutare la WF in due
geometrie per le quali si conoscono le scluzioni teoriche : il caso
della fessura laterale in una lastra di larghezza finita (Fig. 3a) ed il
caso dell'insieme periodico di fessure collineari ed egquispaziate in un
corpo infinito (Fig. 3b).

Per queste applicazioni & stato usato un modello agli EF (Fig. 4)
particolarmente semplice e grossolano al fine di dimostrare la capacita
del metodo di fornire una determinazione della WF in modo molto
economico.

I1 "mesh" & stato realizzato con elementi guadrilateri a quattro nodi
di tipo "plane stress", con condizioni al contorno opportune per i due
casi. Il numerc totale di.gradi di liberta era approssimativamente 850.
La presenza della fessura & stata simulata svincolande i nodi compresi
nella sua lunghezza; non sono stati usati elementi speciali all'apice.

Nel caso della fessura laterale sono state analizzate lunghezze fino
ad a/W=0.7 con un passo costante pari a 0.05W. Si @& supposto di
conoscere i valori di 'K' per quattro posizioni dell'apice della fessura
(Nk-4], equlspaz1ate all'interno del campo di indagine. Per guesto caso,
i parametri 'n', 'm' e 'p' nell'Eq. (9) sonc stati assunti uguali a 4, 5
e 2 rispettivamente e sono state imposte le due condizioni asintotiche
(14) e (15). I coefficienti della serie di potenze ottenuti sono
riportati in Tab. 1, mewntre la Fig. 5 mostra i valeri di 'K' calcolati
a confronto con le corrispondenti soluzioni teoriche (vedi Appendice e
[21]) e con la soluzione della fessura in un corpo infinito. L'accordo &
buono in tutteo il campo analizzato.

La Fig. 6 riporta il confronto delle UF valutate in base al metodo
proposto con quelle teoriche ricavate da Bueckner [21] per due lunghezze
di fessura. L'accordo & ancora soddisfacente, con errori massimi
infericri al 7%.

E' stata effettata una analisi tesa a determinare l'effetto di alcuni
parametri sulla accuratezza della soluzione. L'effetto del numere di
termini 'n' & mostrato in Fig. 7, dove sono stati assunti quattro valori
noti di 'K' in posizioni equispaziate. L'effetto del numerc 'N,' di
valori imposti ‘'di 'K' (assunti sempre equispaziati) & mostrato in Fig.
8, dove le scoluzioni numeriche sono calcolate con n=N;.. In base a questa
analisi, si possono dedurre le seguenti conclusioni generali:

a) N, dovrebbe essere scelto abbastanza grande da definire il percorso
della curva 'K(a)' per la condizione di carico di riferimento. Per
molti problemi di pratico interesse, quando deve essere condiderato
un ampio campo di lunghezze di fessura, pud risultare adeguata la
scelta di una curva cubica con gquattro valori imposti di 'K', mentre
valori di 'Nk' da due a tre possono essere sufficienti per campi nen
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molto estesi. L'accuratezza pud essere alquanto migliorata da una

scelta delle posizioni appropriata al caso in esame, concentrando i

valori imposti in corrispondenza delle zone in cui la curva 'K(a)' ha

i massimi gradienti. Una volta che la curva 'K(a)' & stata descritta

da un numero appropriato di valori imposti, un ulteriore incremento

di 'Nk' non ha significativi effetti sulla soluzione.

b) Il numero di termini 'n' deve essere scelto in relazione al numero di
valori di 'K' imposti ('N.'); un miglioramento dell'accuratezza &
ottenuto aumentando 'n' fino ad (N +1), mentre per 'n' maggiore di
(N +1) la procedura numerica tende a diventare instabile.

¢) Il numero di termini 'm' deve essere fissato sulla base del numero
'N,' delle fessure analizzate, al fine di assicurare la ridondanza
def sistema (21).

Nel caso dell'insieme periodico di fessure, sono state analizzate
lunghezze di fessura fino ad a/W=0.9, usando lo stesso passo pari a
0.05W. Per questo problema sono state imposte soltanto le condizioni
asintotiche (14), non essendo pit applicabili le condizioni (15). T
valori scelti per i parametri 'n', 'm' e 'p' sono stati,
rispettivamente, 4, 4 e 2. Sono stati assunti quattro valori d4i 'k' in
posizioni equispaziate. I coefficienti 'qi-' calcolati sono riportati in
Tab. 2, mentre i valori di 'K' in funzione della lunghezza di fessura
sono posti a confronto nella Fig. 9 con le soluzioni teoriche. Le WF per
due lunghezze di fessura sono mostrate in Fig. 10. Anche in questo
caso si osserva un accordo soddisfacente con le soluzioni esatte (errori
minori del 5%), sebbene la serie di potenze (5) non sia particolarmente
adatta a riprodurre 1la tipica forma simmetrica assunta dalla WF in
presenza di carichi simmetrici.

L'accordo tra i risultati numerici e teorici mostrati nelle Figg. 6 e
10 indica che le WF calcolate con il metodo proposto sono suscettibili
di fornire risultati soddisfacenti anche per condizioni di ecarico
diverse da quelle prese a riferimento per la wvalutazione dei
coefficienti (tensione uniforme). Al fine di verificare la veridicita
questa affermazione per tutto il campo di lunghezze di fessura
esaminato, sono state considerate tre diverse condizioni nominali di
carico: variazioni di tensione lineare, sinuscidale e cosinusoidale. I1
confronto tra i valori di 'K' numerici e teorici corrispondenti alle tre
condizioni di carico & mostrato in Fig. 11, per entrambe le gecmetrie e
per l'intero campe di lunghezze di fessura. Si pud osservare che, anche
in questo caso, l'errore massimo & inferiore al 5%.

CONCLUSIONT

Nel lavorc @& stata proposta ed applicata una procedura per la
valutazione numerica delle WF in problemi piani. Il metodo permette la
valutazione delle WF tramite i risultati di analisi agli EF "coarse -
mesh" e facendo uso di alcuni valori di 'K' per una condizione di carico
di riferimento. Non & richiesta alcuna ipotesi sulla forma della WF, che
si assume espressa da una serie di potenze di forma piuttosto generale.
La WF viene ottenuta direttamente per ogni fessura compresa nel campo di
lunghezze analizzato.

I1 metodo & stato applicato alla soluzione di due problemi per i
quali erano disponibili delle WF valutate indipendentemente da altri
autori. I necessari calecoli agli EF e la successiva elaborazione sono
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stati condotti su di un semplice "personal computer" in poche ore di
CPU. I risultati hanno mostrate un soddisfacente accorde con le
soluzioni tecoriche, per quanto riguarda sia la forma della WF, che
quella della funzione 'K(a)'. Nei casi analizzati, si sono osservati
errori nella valutazione del 'K' inferiori al 7%, valore che pud essere
ritenuto adeguato per molti casi di pratico interesse.
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APPENDICE
Sesondo l'analisi condotta da Bueckner [21], per una fessura

superficiale di lunghezza 'a' inserita in una lastra di larghezza 'W',
si pud assumere la sequente forma per la WF:

2 ok
hix,a) = [————————] . [ 1+ ml-{l-xfa} + mz'{l—xfa)z] {Al)

n:(a-x)

Ponendo e€=a/W, valgono le seguenti espressioni per i coefficienti 'mi‘:

My = pygth1€2+H 3e® = 0.6147 + 17.1844-€2 + 8.7822¢5
(AZ)

0.2502 + 3.2889-¢2 + 70,0444 5

L “20*“2152*“2356
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Fig. 1 - Geometrie di fessura e distribuzioni di tensione.
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Fig. 2 - Distribuzione di tensione all'apice della fessura utilizzata
per il calcolo della WF.
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Fig. 3 - Schemi dei problemi analizzati:
(a) fessura superficiale in lastra di larghezza W=100 mm {"Edge

crack™);
(b) insieme periodico (passo W=100 mm) di fessure equispaziate
in corpe infinito ("Crack array").
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Fig. 4 - Modello agli Elementi Finiti utilizzato per l'analisi.
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Fig. 5 - Andamento di K(a) per la fessura superficiale in lastra di
larghezza finita ("Edge crack").
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274



CRACK IN FINITE WIDTH PLATE
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Fig. 7 - Effetto del numero 'n' di termini della serie di potenze per il
caso della fessura superficiale nella lastra di larghezza
finita ("Edge crack"}).
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Fig. 8 - Effetto del numero di valori imposti di K nel casoc della
fessura superficiale nella lastra di larghezza finita ("Edge
crack").
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Tab. 1 - Coefficienti a,., per la fessura superficiale in
larghezza finita ("Edge crack").
: J I 2 3 4
I | 0.10000E+01 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00
2 | 0.00000E+00 | 0.26497E+02 | -0.25992E+04 0.46554E+05
3 | 0.61470E+00 | -0.27713E+03 0.24966E+05 | -0.41095E+06
4 | 0.00000E+00 | 0.43403E+03 | -0.39539E+05 | 0.77341E+06
5 | 0.25020E+00 | -0.50868E+02 0.11256E+05 | -0.30090E+06

Tab. 2 - Coefficienti a;. per 1'insieme periodico di fessure in un corpo

i
infinito ("Crac% array").

i J 1 2 3 4
I | 0.10000E+01 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00
2 | 0.20632E+01 | -0.13434E+03 | 0.30023E+04 | -0.20378E+05
3 |.0.24462E+01 | 0.28790E+03 | -0.83896E+04 | 0.74455E+05
4 |.0.56007E+00 | -0.8039SE+02 | 0.38467E+04 | -0.41007E+0S5
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