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Sommario

I Metodo Dude degli Elementi d Contorno, utilizzando I'equazione integrde degli
spodamenti per una supeficie ddla cricca e l'equazione dude integrde ddle tensoni per
I'dtra, consente di Studiare problemi di meccanica della fratura superando la necessita
comune a molte formulazioni con eementi d contorno, di dividere il problema in differenti
regioni. Nd lavoro - impiegando un programma di cdcolo che utilizza il Metodo Dude degli
Elementi d Contorno esteso in modo da permettere |o sudio del comportamento a frattura di
panndli con irrigidimenti, collegati in modo continuo o discontinuo - viene effettuata I'andis
numerica di tdi tipi di panneli, vautando linfluenza sul vadore dd fatore di intensficazione
delle tensoni di dimensioni, disposzione, numero, maeride, forma ddla sezione e moddita
di collegamento degli irmgidimenti.

Abstract

The Dud Boundary Element Method, by employing the boundary integrd displacement
equation when collocating a one crack surface and the dud traction boundary integra
equation when collocating a the other crack surface, dlows to avoid the need for dividing the
problem in different regions, common to many boundary dement formulations. In the paper -
by means of a software package that employs the Dud Boundary Element Method that is
extended in order to ded with the crack growth andyss of diffened pands, with both
continuoudy and discretely attached diffeners - is evauated the influence, on the dress
intengty factor vaue of sze, podtion, number, materid, cross section shgpe and attachment
of the diffeners

1. Introduzione

La meccanica ddla frattura lineare eagtica (MFLE) descrive il comportamento di una
druttura in presenza di cricca, rapportando il campo di tensone nella zona circostante I’ gpice



di cricca a tensone remota, proprieta de materiale e dimensione, forma ed orientamento della
cricca[l].

Numeros autori § sono dedicati dla determinazione dd fatore di intendficazione ddle
tensoni (Stress Intengty Fector, SIF) nel panndli irrigiditi. | risultati sono Stati compilati e
presentati in forma parametrica da Rooke e Cartwright [2].

Il metodo degli dementi finiti (FEM) € dtato largamente usato per la soluzione di problemi di
meccanica della frattura Vlieger [3], basandos sul rilascio unitario di energia, ha determinato
il vdore dd SIF sotto carico biassde in un  panndlo, di dimengoni finita, con irrigidiment
rivettati ed una cricca centrata Ratwani e Wilhem [4], utilizzando il FEM, hanno udiato
I'influenza di carichi biassdi su panndli irrigiditi. | dati di deformazione degli irrigidimenti e
d crack opening displacement cdcolati sono in buon accordo con i vaori misurati
sparimentdmente. Shkarayev e Moyer [5] hanno usato uno specide demento dl’gpice di
cricca, per studiare panndli irrigiditi con cricca di bordo. | risultati S discostano del 6% da
quelli ottenuti anditicamente. Utukuri e Cartwright [6] hanno esteso I'applicazione de FEM
d cao di panndlo irrigidito di dimengoni finite con cricche multiple, determinando il vaore
d SF per molte configurazioni. | risultati sono in buon accordo con quelli cacolati con le
oluzioni esigtenti.

Il metodo degli ementi d contorno (Boundary Element Method, BEM), gpplicato alo studio
di problemi di meccanica della frattura, produce risultati piu accurati dd FEM [7] ed e stato
usato da Dowrich, Cartwright e Rooke [8] e da Young, Rooke e Cartwright [9] per studiare
panndli con irrigidimenti, collegati rispettivamente in modo continuo e discreto. E gtao
utilizzeto il metodo ddle deformazioni compdibili per combinare le equazioni integrdi di
spostamento d contorno con le equazioni di spostamento degli irrigidimenti. Sono Sate
sudiate solo cricche dritte, usando le funzioni di Green, derivate da Erdogan [10].

Il metodo dude degli dementi d contorno (Dud Boundary Element Method, DBEM), come
presentato da Portda, Aliabadi e Rooke [11], consente di andizzare cas di pannelli con
cricche con diverse geometrie e posizioni. La necessita di dividere il problema in different
regioni, comune a molte formulazioni con eementi a contorno, viene Superata utilizzando,
per una supeficie dedla cricca, l'equazione integrde degli spostamenti e per l'dtra
I'equazione duale delle tensoni.

L'uso di una sola regione dimina la necesstg in un'andis incrementde di cricca, di rifare la
mesh, tipica degli dtri metodi di dementi d contorno. Alla fine di ogni iterazione, vengono
aggiunti solo i nuovi dementi per discretizzare I'incremento della cricca Non S deve
goportare nessun cambiamento nella mesh originaria. Inoltre, nella matrice di trasformazione,
devono essere aggiunti solo i coefficienti relativi @ nuovi dementi aggiunti per I'incremento
dela cricca Questi verranno aggiunti come nuove righe e colonne, a qudle gia esgtenti.
Nella iterazione successva dl’incremento di cricca, dovranno essere andizzate solo le nuove
righe e colonne, riducendo sostanzidmente il tempo di cdcolo. La direzione ndla qude la
criccas propaga viene cacolata applicando il criterio ddlamassmatensone principae.

Nel presente lavoro, impiegando un programma di cacolo che utilizza il DBEM, esteso per
andizzare panndli irrigiditi con cricche [12], viene effettuata andis numerica di panndli
irrigiditi, vautando linfluenza sulla resstenza a frattura di dimensone, disposzione, NUMeEO,
meteride, forma dela sezione e modditadi collegamento degli irrigidimenti.

2. Moddlo numerico

I DBEM come formulato da Porteda, Alidbadi e Rooke [13] consente di andizzare

configurazioni con un numero quasaed di cricche di forme diverse e con irrigidiment
collegati Sain modo continuo che discreto.



L’equazione integrde degli spostamenti ad contorno, per un punto X de contorno G ddla
lamina é data da:

c,; (X)u;(x) + QTij (X', ¥)u; (X)d&(x) = 0
QY (X, )t (9 dG&(x) + @yU; (X', X)b; (X)dW(X)

dove, rispettivamente, T, (x',x)eU (x',x) sono la trazione e lo spostamento, soluzioni
fondamentdi dell’equazione di Kelvin, u,(x)e t;(x) sono gli spostamenti e le trazioni del
campo di punti x, a contorno, b, (X) sono le forze di massa che agiscono nel campo di punti
X, interni d dominio We c

ij
sul moto dd corpo rigido.
La corrigpondente equazione integrdle dele trazioni d contorno pud essere ottenuta
differenziando I'equazione (4), applicando la legge di Hooke e moaltiplicando per la normde
uscente. S ottiene:

e un coefficiente che pud essere determinato da considerazioni

Z4,00)+1, (<) (8, (¢, ¥u, ()69 =

n, (XI)QDijk(X'1 Xt (X d&(X) +®/Dijk(xl’ X)b, (X)dW(X)
dove S, (X',x)eD;(x',x) contengono le derivate di T, (x',x)eU (X', X), rispettivamente e

)

n, (x') denotal'-esmacomponente del versore della normale uscente, nel punto x'.

Se le forze di massa, piuttosto che didribuite sull’intero dominio, sono confinate ad un
numero, n, di linee rette, interne d dominio, gli integrai di dominio ndle equazioni (1) e (2)
9 riducono ad integrdi di lineardativi dle poszioni ddle forze, fornendo:

Cij(Xl)uij(X') + QT” (X, X)uij (X)d&(x) =

QU (X, 9, ()dGX) + & U, (X', X)b; (X)dL, (X) o

Z4,00) + 1 (X) QS U, (G =
n, (XI)QDijk(XI’ X)L, (X)dE(X) +n, (X')é. Q Dy (X, X)b, (X)dL, (X) @

dove L, rappresentalalinearettadi applicazione delle forze di massa
Il contorno G ed L, sono discretizzati in un set di elementi. Usando |’ equazione (3) per ogni

nodo degli dementi di contorno, S codruisce un Ssema di egquazioni lineari. | coefficient
incogniti del nodi di contorno sono in forma di integrai e vengono vautai numericamente.
Gli integrdi di linea relaivi dle forze di massa sono vautati anditicamente. In presenza di
cricca, su unadedle due sue superfici S usal’ equazione (4) piuttosto che la (3).

21 Modédlonumerico del pannello con irrigidimenti

Congderando un irrigidimento isolato, rettilineo, lungo |, in equilibrio sotto il seguente st di
carichi nd piano (fig. 1):



x caichi digribuiti fi(y) agenti per tutta la lunghezza, da in direzione longitudinde, i=1, che
trasversale, i=2;

x caichi concentrati agenti dl'edremita Fi(0) e Fi(l), ndle direzioni longitudinde e
trasversae;

x momenti agenti dle estremitg M(0) e M(1);

gli spodamenti redivi Dv,, ndle direzioni tresversdi e longitudindi, sono  dai

rispettivamente da

: ' T

1
Fig. 1 - Irrigidimento isolato soggetto ad un set di carichi nel piano
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dove: y ragppresenta la lunghezza d'arco(O£ y£1), v,(0) la tredazione rigida e b(0) la
rotazione rigida ddl'esremita di riferimento (y=0), A l'area ed | il momento di inerzia ddla
sezione trasversae, E il modulo di Young e G il modulo di taglio ddl’irrigidimento.
Se uno o piu irrigidimenti sono collegati in modo continuo ad un panndlo criccato soggetto
ad un ggema di carichi e vincoli d contorno, panndlo e irrigidimento 9 trasmettono forze
lungo la linea di connessione. Queste forze possono essere trettate, nelle equazioni integrdi di
contorno (3) e (4), come forze di massa didribuite lungo linee, da consderare, invece di dati
noti, nuove incognite dd problema.
Ci saranno due nuove incognite (b)per ogni nodo; se N, € il numero di nodi dell’n-esmo
irrigidimento, sono necessaie per 2(Nn) nuove equazioni. Tdi equazioni 9 ottengono
imponendo che, ndla poszione y, gli sposamenti u® ddla lamina e u' ddlirrigidimento,
sano compatibili con la deformazione dovuta a taglio dello strato di adesivo di collegamento,
cioe

Du® - Du® =f "D’

@)
dove
x DU =[us(X"M) - u*(X"®)] elo spostamento, relativo alaposizione 0, di un punto
ddlalaminain posziorey.
x Du' =[u'(y)- u'(0)] élo spostamento, relativo alaposzione O, del punto ddll’n-esmo
irrigidimento in poszioney.



x X"We X"Ogno didintamente i punti interni ddla lamina corrispondenti ale posizioni y
e 0 ddl’'ennesmo irrigidimento, f"é il coefficiente di deformazione a taglio ddlo grato
di adesivo.

x Do" =[b"(X"™) - B (X ")) eil taglio risultante.

Gli spostamenti rdaivi, Du’®, de punti inteni dela lamina dl'atacco con I'irrigidimento,

possono essere determinati dall’ espressione seguente:

Du’ = - gT, (X", %) -T,; (X", x)]u; (x)dG(x) +
+ U (X %) -U, (XM, )]t () dG(x) + ®)

a gu,; (X", X)-U, (X", X)lb, (X)dL,(X)

n|_n

Gli spodamenti relativi Du per I'n-esmo irrigidimento, possono essere espress in funzione
dele forze incognite di interazione lamina-irrigidimento, usando le rdazioni (5) e (6). La
rdazione tra gli spodamenti reaivi e le forze ne dsemi di coordinge di lamina e
irrigidimento, sono dati rispettivamente da:
Du" = a;Dv/ ©)
b" =ajf] (10
Lamétrice di trasformazione sara
. €ercosj " -dnj"u
a =a {

- -0 (17)
grsnj " +cosj "
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Cricca:
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Fig. 2. Irrigidimenti attaccati allalaminain modo continuo

dove j "él'angolo traladirezione 2 dellalaminael’ asse ddl’ n-esmo irrigidimento (fig. 2).
Prendendo i punti X" corrispondenti, successvamente, a ciascuno dei nodi (ad eccezione
dd nodo di riferimento ad y=0 ), ed usando le equazioni (5)-(8), possono essere generate
2" (N, -1) eguazioni di competibilita per ciascun irrigidimento. Le dtre tre equazioni
necessarie S ricavano dalla condizione che l'irrigidimento siain equilibrio.



Assmblato il Sstema di equazioni e ricavati u, t, b e b(0), puo essere cdcolato il fattore
di intendficazione ddle tensoni. Alisbadi e Rooke [7] hanno presentato differenti tecniche
per il cacolo dd SIF. Portela ed dtri [13] hanno mostrato che, con il DBEM, I'integrde J, €
adatto per I'andis di problemi di crescitadi cricca

Per modo migto (1, 11) di fratturalarelazionetraJ ed il SIF &, in stato piano di tensone:

J':K_Izej":K_lzl (12)
E E

L'uso ddl’'integrde J richiede il cdcolo ddle derivate degli spostamenti e ddle tengoni nel
punti interni dellalamina. Le espressioni per il calcolo sono riportate in [12].
Il passo fondamentde ndlimplementazione degli irrigidimenti ataccati in modo discontinuo
e codituito ddla modelazione de rivetti. | rivetti sono  schemdizzabili come  forze
concentrate, forze didribuite lungo la linea su cui 9 sviluppa I'irrigidimento [14], passante
per il centro de rivetti o insarti circolari rigidi in un mezzo dadico [15]. Se la disganza
dell’apice di cricca dd rivetto piu vicino € maggiore di tre volte il diametro del rivetto, tutti i
posshili modeli produrranno gli dess  riqultati, diversamente 9 deve condderare la
digribuzione dele tensoni nd foro dd rivetto. Qui i rivetti sono schematizzeti come forze
concentrate e le interazioni sono condderate come concentrate nel punti centrdi di ogni
riveto e petanto dli integrdi reaivi agli dementi in cui e diviso lirrigidimento, nele
equazioni (3-6) e (8) g riducono ale sommatorie seguenti:

[] o O

a Q(....)b(x)dLn(x)b aac(.)b,
dove m, indicail numero de nodi ndl’ennesmo irrigidimento.
I cdcolo de coefficenti contenenti i termini Sngolai  degli spostamenti  reativi  dla
equazione (11) e che rgppresentano lo spostamento di un punto di una lamina infinita,
soggetta ad una forza gpplicata nello stesso punto, presenta difficolta superabili con il modello
d Poe [14] e condderando il carico uniformemente didribuito lungo un segmento lungo
quanto il diametro de rivetto, perpendicolare dla direzione della forza e centrato nel punto di
applicazione dellaforza stessa

3. Risultati dell’analis numerica
Nela figua 3 €& modrata la geometria de

panndlo usato per la smulazione numerica.
In fig4 sono riporteti, in funzione di aw, i vdori
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di SF per un panndlo senza irrigidimenti, Ko. Nel campo degli alw riportati, i vaori di Ky
sono ben interpolati dalarettadi equazione:

K, =50,776+ 2,59 829 13)
eWg
per il vaore di tendone nominde utilizzato nelle eaborazioni pai a s, =7,81N/mm?. Per
vdutare l'influenza ddla geometria sono dae esaminate le seguenti  posizioni  degli
irmgidimenti:
o uno d bordo nd lato ddlacricca (1EC).
uno a bordo ndl lato opposto dla cricca (1E).
due a bordi (2E).
uno in mezzeriand lato opposto dlacricca (1IM).
uno in mezzeriand lato della cricca (IMC).
due in mezzeria (2M).
uno in prossmitade|'apice della cricca (1PC).
uno incollato sopralacriccaa 2 mm dall'apice (1SC).
uno con |'asse passante per il centro del foro (1SF).
Per rendere evidente I'influenza ddl’irrigidimento sulla ressenza dd panndlo i vdori di K,
ottenuti dal’andis numerica sono dati res adimensondi rgpportandoli a Ko. Ndla figura 5
sono modrati, per le configurazioni esaminae, gli andamenti dd fatore di intensficazione
delle tensoni normalizzato K, /K, in funzione del rapporto alw.
Ddl’esame de risultati 9 nota che le riduzioni di K;/Ko sono maggiori per i cad di pannelo
con due irrigidimenti disposti Smmetricamente rispetto d foro (2E) e (2M) e per il caso di
irrigidimento in prossmita dd foro (1PC). Per quedti tre cas sono date svolte le andis che
riguardano gli dtri parametri che intervengono sulla ressenza L’efficacia degli irrigidiment
e evidentemente legata dla qudita dd
collegamento, comunque in quaunque caso
I"irrigidimento contribuisce in modo
sodanzide dla resgenza de panndlo ed d
prolungamento della sua vita utile.
| parametri che influenzano la ressenza de
panndli irrigiditi Sono i seguenti:
O aea ddla szione ddl'irrigidimento
(Airrigidimento)
Q rgpporto  dd moduli  di Young
del’irrigidimento e de pannello
(Eirrigidimento; Epannelio)

I Iy I Iy Ny Ny

Ki/Ko

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

alw
Fig5 - andamenti di K,/Ko in funzione di 0 posizione e numero degli irrigidiment
aw d vaiae ddla poszione e dd o momento di inezia dela sezione
numero degli irrigidimenti ddl’irrigidimento (lirrigidimento)

Q paso de rivetti nd caso di irrigidiment
collegati dlalamina con rivetti (p)
Le andis sono date eseguite facendo variare un parametro dla volta L'effetto dela
vaiazione ddl'area ddla sezione ddlirrigidmento e del rgpporto dei moduli dadici e
definito dal parametro S

*
S_ Arrigidimento >EIrrigidimento

L*t*E

2 pannello




Ki/Ko

per il qude sono dati condderati i

seguenti vdori: 0.3; 05; 0.6; 1; 1.3; 1.9 oo Ao
36. La resstenza de panndli imigidii < %506
migliora dl’aumentare di S. Nd cao di 0o Py
due irrigidimenti disposti  in  posizione — it sy
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intermedia e di un irrigidimento disposto o ——

ndle vidnawze ddl'apice di cricca |l M
rapporto  K;/Ko decresce dl’aumentare '
ddla dimendone ddla cricca sno a vdori

06
prossimi a zero, questo perché dli effetti
del’irrigidimento 9 evidenziano tanto piu 05F
guanto piu la cricca € prossima.

In fig. 6 sono riporteti, per il caso di
irrigidimenti  disposi a bordi  (2E), dli .
andamenti di K,/Kq in funzione di alw per Fig. 6 - andamenti di K /K¢ infunzione di alw
divee's  vadori dd  paametro S, perdivers vdori di S, nel caso 2E
Allaumentare di S, il rapporto K,/Kp

diminuisce e quindi aumenta la vita utile de panndlo. Tde miglioramento € maggiore per il
ca0 di irrigidimenti digoogti in poszione intermedia ed in prossmita ddl’gpice. In quedti cas
incrementi di S oltre un certo vaore non determinano senghili variazioni nell’andamento di
Ki/Ko.

Per condderae l'influenza dd momento di inezia ddla sezione ddl'irrigidimento, d
definisce il parametro R d quae sono stati assegnati | vaori 0.4,1.3,1.8,8.2:

04
0 01 0,2 03 04 0,5

R _ I Irrigidimento * >EIrrigidimento
| w3
E*t * ELamina
08 p g ’
X
07} 0,96
06 b
05} 0,92
04r - —a—F=5
03p 088 —X—F=25
ozl —s—F=16
' 084 [ _‘_EZ%)S
o1f —=—F=0.
0 08
0 01 02 03 04 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
alw
Fig. 5- K|/Ko d variare ddl parametro Fig. 6 - andamenti di K /K¢ infunzioned
di ricidezzaR alw d variare dd parametro di rivettatura

| risultati, modtrati in figura 7 per il caso di

due irrigidimenti in mezzeria (2M), evidenziano che per R>1.3 il momento di inerzia ddla
szione ddl'irrigidimento ha bassa influenza sulla variazione dd fatore di intendficazione
con unariduzione dd 7% circa.

Per utimo 9 €& andizzao il caso di irrigidimenti collegati dla lamina tramite rivett
condderando I'influenza dd passo, p, de rivetti sulla variazione dd fattore di intensficazione
delletensioni. In questo caso S definisce il parametro F:

*
— Arrigidimento >Elrrigidimento
F

p*t* E

Lamina



A tae parametro sono stati assegnati | seguenti vaori: 5; 2.5; 1.6; 1; 0.5.
Da risultati modrati in figura 8 d deduce che d diminuire del passo tra i rivetti diminuisce,
anche se di poco, il vaoredi K,/Ko.

4. Rappresentazione analitica del dati ottenuti dall’analis numerica

Per una rgppresentazione anditica de risultati  ddl’andis numerica 9 sono  utilizzati
polinomi di 6° grado nella forma agebrica seguente:
% = Ra_igz
0 eWg
a0 LAl .80 80 80 . gad (9
Ax—+ +B - +C = +D + tEx—= +Fx—=+G

ewWg ewWg ewWg ewWg ewWg ewWg

| codffidenti (A, B, C, D, E, F, G) ddl'equazione (14), a loro volta, sono funzione dei
parameri che influenzano laresstenzade panndli irrigiditi.
Indicato con Q il generico coefficiente (A, B, .....,G) ddl’ equazione (14), S pud scrivere:

12T
0,8 Ly
O 0’6 T . . s

— Valori calcolati analiticamente
® Valori calcolati con il Bem

04T

02T

0 |
0.2 04 0,6 08

w

Fig. 9-vdori dd coefficente Cd vaiare
dd parametrow
Q=Cy AW +Cj X +Cy AN + Cy, AN+ CY
dove W rappresenta il parametro che influenza la resstenza de panndli irrigiditi e quindi i
vaori di S, a, F. | vdori Cjy relativi d parametro W considerato ed ala geometria sono

dati tabelati. In fig. 9 € riportato il risultato ddla interpolazione per il vaore dd coefficiente

C con i vdori di 20 andis numeriche con vaori di W divers da qudli ddle andis utilizzate
per la costruzione della tabella.

5. Conclusioni

Nel caso di panndli presentanti fori, se I'applicazione degli irrigidimenti € accurata, i risulteti
previgi in termini di incremento della resgenza a faica ddla druttura sono in generde
anpiamente paganti. Redizzazion differenti del  collegamento  piadtra-irrigidimento, ad
esampio tramite rivetti presentano margini di incremento  ddle predtazioni ddla struttura



goprezzabili, ma la convenienza di tdi redizzazioni € in ogni caso da paragonare, in termini
economici e di convenienza, d costo ddll’ operazione ed d vaore ddlla struttura.

La riduzione dd fatore di intendficazione ddle tendoni € maggiore se § usano irrigidimenti
d materide con modulo di Young maggiore di quello ddla lamina Inoltre la resstenza dela
druttura aumenta se 9 usano irrigidimenti di sezione maggiore. La forma ddl’irrigidimento,
invece, non ha influenza sulla resgenza dela druttura. | risultati in termini di differenza fra il
comportamento della piastra forata in presenza di cricca e la stessa con irrigidimenti possono
essre ben interpolati con funzioni polinomidi dd seto ordine cos  che utilizzando |
coefficienti tabellati, 9§ possono condderare le diverse dtuazioni che 9 presentano ndla
progettazione meccanica
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