
 
 
 
 
 
 
 
MATRICE DI RIGIDEZZA DI UN ELEMENTO FINITO FESSURATO 

CON TUTTI I TERMINI DI ACCOPPIAMENTO 
 
 

Lucio Nobile, Patrizia Ricci, Erasmo Viola 
Dipartimento DISTART, Università di Bologna, Viale Risorgimento, 2 – 40136 Bologna 

 
 

Sommario 
 
Per descrivere il comportamento statico, oppure dinamico di una struttura contenente elementi 
fessurati, occorre opportunamente modellare una discontinuità di materia, denominata 
“crack”, fessura, oppure cricca. I fattori di intensificazione degli sforzi ( “Stress  Infensity 
Factors” oppure “SIFs”) sono connessi con i tre possibili modi di deformazione delle superfici 
della fessura e caratterizzano l’ampiezza del profilo dei campi di spostamento e di tensione, 
nell’intorno dell’apice del crack. 
In questo lavoro viene proposto un metodo semplificato basato sull’equilibrio per la 
valutazione dei fattori di intensificazione degli sforzi ( SIFs ) di travi fessurate. Il diagramma 
delle tensioni tiene conto dei risultati della teoria della trave di Saint-Venant e del 
comportamento asintotico delle tensioni in prossimità dell’apice di un crack. La condizione di 
equivalenza tra le caratteristiche della sollecitazione e la distribuzione di tensioni viene 
imposta in corrispondenza della sezione fessurata, sulla porzione di sezione non interessata da 
crack. 
 
 
Abstract 
 
In order to analyze the static or the dynamic  behaviour of structures containing cracked 
members, the local flexibility of cracked regions has to be evaluated. To take into account the 
crack effect on the compliance of a cracked member, the Stress Intensity Factors(SIFs) can be 
used. 
In this paper, a simple method of estimating the SIFs is proposed. This method is based on  
equilibrium between the external and internal forces for a part of  the body isolated by an 
imaginary section passing through the crack tip. It should be recognized that to estimate the 
strength of cracked bodies, in view of engineering design procedures, the lower accuracy of 
the calculation is warranted by a smaller amount of work involved. 
 
1. Introduzione 
 
La presenza di un crack in un elemento strutturale comporta una riduzione di rigidezza locale, 
dipendente dalla forma e dalle dimensioni del difetto. Per studiare l’incremento della 
cedibilità locale si è operato in vari modi. Irwin [1] ha stabilito la relazione tra la variazione di 



cedibilità locale e i fattori di intensificazione degli sforzi. Okamura et al. [2] hanno applicato i 
concetti della Meccanica della Frattura agli elementi strutturali fessurati. La sezione fessurata 
viene modellata mediante una cerniera elastica, che può essere intesa come un elemento finito 
con due nodi, ma di lunghezza nulla. In letteratura, questo particolare elemento finito viene 
denominato “line-spring model” e può essere dotato di deformabilità flessionale, assiale e 
tagliante. In tal modo, una trave di lunghezza L contenente un crack a distanza l1 da un 
estremo, viene schematizzata mediante due travi integre di lunghezza l1 e L-l1, unite da una 
cerniera elastica in corrispondenza della sezione fessurata. La modellazione [2] è stata 
impiegata nello studio della propagazione di difetti per fatica in strutture iperstatiche[3,4], 
come pure per determinare la ridistribuzione delle caratteristiche della sollecitazione in 
strutture intelaiate[5]. 
Quando un crack si estende nel proprio piano, in corrispondenza di un suo apice, la variazione 
di energia liberata connessa con la propagazione della fessura in un materiale isotropo, può 
esprimersi nella forma [6-9]:  
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ove i fattori di intensificazione degli sforzi KI , KII , KIII risultano associati ai tre modi 
fondamentali: KI ⇔ modo I  o modo di apertura (“ Opening Mode ”), KII ⇔ modo II o modo 
di scorrimento (“ Sliding Mode ”), KIII ⇔ modo III o modo di strappamento (“ Tearing 
Mode”). Nella (1.1) E rappresenta il modulo di elasticità normale e ν denota il coefficiente di 
Poisson del materiale. La (1.1) è valida per stati deformativi piani e per stati tensionali piani, 
assumendo per ß i valori : 

        1          per stati piani di tensione 
                                      ß =                                                                                                 (1.2) 

      1-  2í      per stati deformativi piani 
 

Detti fattori dipendono dalla geometria del difetto e dalla condizione di sollecitazione ed 
hanno la dimensione di una tensione per la radice quadrata della lunghezza. 
I fattori di intensificazione degli sforzi intervengono nella definizione dello stato limite di 
frattura, formulato secondo il criterio tensionale [6]. Essi caratterizzano anche il parametro 
energetico, denominato integrale J [9]. I fattori di intensificazione degli sforzi sono riportati in 
alcuni manuali [10-13] per varie configurazioni geometriche del crack e differenti stati di 
sollecitazione. Nell’analisi svolta nel presente lavoro si assume KIII =0. 
Di recente è stato proposto da Herrmann et al. [14-18] un metodo per stimare con buona 
approssimazione i fattori di intensificazione degli sforzi di travi fessurate. Il metodo proposto 
ha suscitato dibattito [19] ed è stato impiegato [20] per determinare le espressioni in forma 
chiusa di KI per una sezione a doppio T. 
Uno degli scopi del presente lavoro riguarda la valutazione approssimata dei SIFs. Viene 
proposto un metodo basato su considerazioni di equilibrio, che fornisce risultati confrontabili 
con quelli esistenti, determinati con tecniche numeriche, oppure sperimentali. In questo lavoro 
si assume che il materiale davanti all’apice della fessura si comporti in modo elastico lineare. 
La condizione di equivalenza tra le caratteristiche della sollecitazione e la distribuzione di 
tensioni viene imposta in corrispondenza della sezione fessurata, sulla parte della sezione non 
interessata dal crack. 
 Un secondo obiettivo di questo lavoro è relativo alla generalizzazione dei risultati riportati in 
[21-23]. In dette note la sezione fessurata viene modellata come elemento finito con due nodi, 
e di lunghezza nulla. Ciacun nodo possiede due o tre gradi di libertà. Gli elementi della 
matrice di rigidezza contengono i termini di accoppiamento non nulli relativi alle sole 



sollecitazioni di sforzo assiale e di momento flettente. Nel presente lavoro si suppone che 
ogni caratteristica di sollecitazione risulti accoppiata con le restanti due. In tal modo ogni 
elemento della matrice di rigidezza 6x6 è diverso da zero. 
 
2. Elemento fessurato rettilineo 
 
Si consideri un elemento di trave ad asse rettilineo, contenente un crack di estremità, 
sollecitato come in Fig.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1- Parametri di forza e di spostamento nodali 
 
Si vuole determinare la relazione tra le forze nodali, raccolte nel vettore algebrico: 

 

                                     FT= [P1 T1 M1 P2 T2 M2 ] = [F1 F2 F3 F4 F5 F6 ]                              (2.1)                                       
 

e gli spostamenti nodali, raccolti nel vettore: 
 

                                     [ ] [ ]65432222111 ççççççövuövu 1==Tç                             (2.2) 
Deve risultare: 
                                                                   çcKF =                                                             (2.3) 

 

essendo Kc la matrice di rigidezza dell’elemento finito di lunghezza nulla, ossia della cerniera 
elastica dotata di deformabilità assiale, tagliante e flessionale con cui viene modellata la 
sezione fessurata. Per calcolare la matrice Kc,  si seguono le indicazioni della nota di Okamura 
et al. [2],  partendo dalla definizione delle tre cedibilità   MMTTPP ,, λλλ  :        
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rispettivamente assiale, tagliante e flessionale. Al numeratore della (2.4) intervengono lo 
spostamento assiale u, la deflessione v e la rotazione  ϕ . Detti parametri di spostamento 
generalizzato risultano divisi dai corrispondenti parametri di sforzo generalizzato: lo sforzo 
assiale N, il taglio T e il momento flettente M. 
Le cedibilità elastiche sono legate al rilascio di energia connessa con l’estensione del crack ed 
ai fattori di intensificazione degli sforzi [2]: 
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                                                                                                                                               (2.5)                                                                                  
Nelle (2.5) IPK   e IMK   denotano i contributi al fattore di intensificazione degli sforzi KI, 
dovuti allo sforzo P ed al momento flettente M, rispettivamente. Il termine IITK  esprime il 
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fattore di intensificazione degli sforzi KII del modo II, associato alla forza tagliante T. I pedici 
P, M, T riferiscono la generica grandezza allo sforzo assiale P, al momento M ed al taglio T, 
nell’ordine, mentre dA=Bda rappresenta un incremento infinitesimo dell’area del crack. 
Quest’ultimo, disposto nel piano ortogonale a x-y e secondo la giacitura y-z, è definito dalla 
lunghezza a e dallo spessore B della trave. Ciascuna delle quantità GP, GT, GM rappresenta la 
variazione di energia liberata con l’estensione del crack e associata al fattore di 
intensificazione dello sforzo, al cui quadrato risulta proporzionale. 
Le cedibilità elastiche della trave fessurata si possono ricavare dall’integrazione delle (2.5). 
Risulta: 
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Nelle (2.6)-(2.8)  0Pλ , 0Tλ   , 0Mλ    rappresentano le cedibilità della trave integra, mentre  

PPλ , TTλ   , MMλ      sono le cedibilità associate alla presenza del crack. 
Nella trave fessurata di Fig.1, la forza assiale P induce un momento flettente rispetto al 
baricentro della sezione non interessata dalla discontinuità di materia (“ligament”), di 
dimensioni Bx(b-a), essendo b l’altezza della sezione della trave. Pertanto, le sezioni di 
estremità subiscono una rotazione relativa per effetto della sollecitazione di sforzo assiale.  
Il coefficiente misto di cedibilità, corrispondente all’accoppiamento P-M, assume l’aspetto: 
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Nel caso di travi rettilinee fessurate di materiale omogneo e isotropo, lo sforzo di taglio non 
interagisce con lo sforzo assiale e il momento flettente, per cui si ha: 
 

                                               0== TMMT λλ ,   0== TPPT λλ                                           (2.10) 
 

La matrice di rigidezza dell’elemento fessurato di lunghezza nulla, corrispondente al crack, si 
ricava integrando le (2.6)-(2.9), una volta definite le espressioni dei fattori di intensificazione 
degli sforzi KIP, KIM, KIIT riportate nei vari manuali [10-13]. 
In questo lavoro viene proposto un metodo basato sull’equilibrio per la valutazione 
approssimata dei fattori di intensificazione degli sforzi . Detto metodo fornisce una soluzione 
ingegneristicamente valida anche nei casi non contemplati dai manuali in parola.  
La matrice di rigidezza dell’elemento finito fessurato di lunghezza nulla, corrispondente al 
crack è riportata in [21-23]. In quest’ultimo lavoro, però, l’elemento fessurato non risulta 
sollecitato a sforzo assiale.  
 
3. Matrice di rigidezza interamente popolata 
 
Nel caso generale di elemento finito fessurato di trave ad asse curvilineo, ad ogni 
caratteristica di sollecitazione restano associate due componenti di spostamento u e v, 
rispettivamente secondo la tangente e secondo la normale all’asse della trave, e la rotazione ϕ. 



Nelle ipotesi di validità del principio di sovrapposizione degli effetti, le componenti u, v, ϕ   
di spostamento generalizzato dei punti di applicazione delle forze P, T, M ammettono la 
rappresentazione: 
  MTPu PMPTPP λλλ ++= , MTPv TMTTPT λλλ ++=  , MTP MMTMPM λλλϕ ++=    (3.1)                                    
Le (3.1) possono essere scritte nella forma indiciale: 
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se si pone per gli spostamenti e le forze: 
                                      MP,TP,PP,u,vu,uu ====== 321321 ϕ                        (3.3) 

nonché per le cedibilità: 
                      ,ëë,ëë,ëë PM13PT12PP11 === ,ëë,ëë,ëë TM23TT22TP21 ===   

                                                MM33MT32MP31 ëë,ëë,ëë ===                                        (3.4) 

Per i coefficienti di cedibilità vale la relazione di reciprocità  λij=λji  per i,j =1,2,3. 
I coefficienti di cedibilità possono essere calcolati attraverso la relazione[2]: 
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ove KIi e KIj sono i fattori di intensificazione degli sforzi del modo I corrispondenti alle forze 
Pi e Pj , mentre KIIi e KIIj sono i fattori di intensificazione del modo II associati alle medesime 
forze Pi e Pj. 
L’energia di deformazione elastica W può valutarsi attraverso il teorema di Clapeyron: 
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E’ possibile esprimere l’energia elastica W come forma quadratica delle componenti di 
spostamento, considerando le (3.1) come un sistema di tre equazioni ove u, v, ϕ  
rappresentano i termini noti, e P, T, M le incognite. Risolvendo con la regola di Cramer, si 
ricava 
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ove si è posto 
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essendo: 
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La sostituzione delle (3.7) nella (3.6) fornisce: 
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Se si impiegano nella (3.10) le relazioni: 
                                                121212 ϕϕϕ −=−=−= ,vvv,uuu                              (3.11) 
per il primo teorema di Castigliano si ricavano le forze nodali seguenti: 
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Applicando ancora il primo teorema di Castigliano, oppure in virtù dell’equilibrio, si può 
scrivere: 
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Raccogliendo le forze nodali nel vettore ( 2.1) e gli spostamenti nodali del vettore (2.2), dalle 
(3.12) e (3.13) si ricava la matrice di rigidezza della cerniera elastica con deformabilità 
assiale, tagliante e flessionale: 
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4. Metodo proposto 
 
Per illustrare il metodo proposto, si consideri una trave comunque caricata contenente una 
fessura di estremità, disposta secondo la giacitura della sezione retta. Per lo stato deformativo 
piano, in corrispondenza dell’apice del difetto,  il campo tensionale  singolare può esprimersi 
attraverso le tre classiche relazioni (i, j = 1, 2): 
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ove r e ϑ sono le coordinate polari, mentre K1=KI e K2=KII. Se si indicano con ϑσ  e ϑτr  la 
componente normale e la componente tangenziale al crack, rispettivamente, è possibile 
scrivere per θ=0: 
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Le forze addizionali associate alla distribuzione asintotica possono ricavarsi per integrazione 
su un intervallo determinato dalla condizione che le componenti di tensione (4.2a)-(4.2b) 
assumano il valore nominale desunto dall’applicazione della teoria della trave per il caso in 
esame. In riferimento ai casi di flessione retta, di sforzo normale e di taglio, si assumono le 
ben note distribuzioni delle componenti di tensione relative alla parte di sezione fessurata in 
cui vi è continuità materiale (“ligament”). La determinazione dei fattori di intensificazione 
degli sforzi viene effettuata in base a considerazioni di puro equilibrio. 
 

4.1 Flessione retta 
Nel caso della flessione retta, la distribuzione delle tensioni normali riferita alla parte integra 
della sezione è fornita dalla ben nota formula di Navier: 
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ove ∗
xI  rappresenta il momento d’inerzia della sezione ridotta dalla presenza della fessura. 

Trattandosi del “modo opening” di estensione della fessura, l’unica componente diversa da 
zero è  θσ , che nel piano della sezione assume il valore (4.2a). 
La forza risultante Q trasmessa in prossimità dell’estremità della fessura è pari a : 
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ove b si determina dalla condizione che la componente (4.2a) assuma a distanza b dall’apice 
della fessura il valore nominale : 
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nella quale 
_
y   è l’ordinata dell’apice della fessura, nel riferimento con origine sull’asse 

neutro. 
 

4.2 Sforzo normale eccentrico 
Per la sollecitazione di sforzo normale eccentrico, la distribuzione delle tensioni normali 
riferita alla parte integra della sezione è la seguente: 
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ove ∗A  denota l’area della sezione ridotta dalla fessura,  e l’eccentricità e a la profondità della 
fessura stessa. Trattandosi anche in questo caso del “modo opening” di estensione della 
fessura, l’unica componente diversa da zero è la (4.2a). La forza risultante trasmessa nella 
zona prossima all’estremità della fessura è ancora esprimibile attraverso la (4.4) con la 
condizione (4.5).  
 

4.3 Taglio retto 
La distribuzione delle tensioni tangenziali medie riferita alla parte integra della sezione è la 
seguente: 
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con ∗
xS  momento statico della porzione di sezione ridotta delimitata dalla generica corda, ed s 

lunghezza della corda stessa. Trattandosi del “modo sliding” di estensione della fessura, 
l’unica componente diversa da zero è la (4.2b).  
La forza risultante trasmessa in corrispondenza dell’estremità della fessura è pari a : 
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ove b si determina dalla condizione che la componente (4.2b) assuma a distanza b dall’apice 
della fessura il valore nominale : 
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nella quale 
_
y   è l’ordinata dell’apice della fessura. 



5. Applicazione alla prova di flessione su tre punti per la determinazione del fattore di  
    intensificazione degli sforzi  
 
Per la determinazione del fattore di intensificazione degli sforzi relativo al modo opening KI, 
si prenda in considerazione, ad esempio, la prova di laboratorio standardizzata. Tale prova 
viene definita “Prova di flessione su tre punti”. 
Il momento flettente calcolato in corrispondenza della sezione fessurata risulta: 
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La distribuzione delle tensioni normali riferita alla parte integra della sezione fessurata è :  
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L’integrale della distribuzione tensionale singolare, calcolato tra l’estremità della fessura ed il 
valore b, vale: 
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Per la (5.2), dalla condizione (4.5) si ricava il valore di KI : 
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che, inserito al secondo membro della (5.3), porge: 
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L’equivalenza fra la risultante delle tensioni (5.2) , riferite alla parte integra della sezione 
fessurata , e la risultante delle tensioni singolari (4.4), richiede che si abbia nell’intervallo (h-
a)/2-b<y<(h-a)/2 :  
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Ricavando dalla (5.7) il valore di   3
)( ahb −= ed inserendolo nella (5.5), si ottiene: 
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ovvero: 
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con :  
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La funzione f1 della forma della sezione può essere comparata con l’espressione ricavata in 
[18] : 
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Il caso βM=1 corrisponde all’ipotesi di Kienzler and Herrmann [14,15] e viene pertanto 
considerato per la comparazione. 
 L’espressione più frequentemente impiegata è quella di Srawley [24]: 
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valida per tutti i rapporti a/h . La comparazione è mostrata in Fig.2. I risultati ottenuti con il 
metodo proposto approssimano bene i risultati ottenuti con gli altri approcci. 

 
Fig.3- Rappresentazione delle funzioni dipendenti dalla forma della sezione. 
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