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Sommario

Per descrivere il comportamento statico, oppure dinamico di una sruttura contenente eementi
fessurati, occorre opportunamente moddlare una discontinuita di materia,  denominata
“crack”, fessura, oppure cricca | fattori di intensficazione degli Sforzi ( “Stress  Infengty
Factors’ oppure “SIFS’) sono conness con i tre posshili modi di deformazione dele superfici
della fessura e cardterizzano I'ampiezza dd profilo dei campi di spostamento e di tensione,
nell’intorno dell’ apice ddl crack.

In questo lavoro viene proposto un metodo semplificato basato sull’equilibrio per la
vautazione de faitori di intendficazione degli sforzi ( SIFs ) di travi fessurate. |l diagramma
dele tendoni tiene conto de risultati della teoria dela trave di Sant-Venant e dd
comportamento asintotico delle tensoni in prossmita ddl’gpice di un crack. La condizione di
equivdlenza tra le caadtteridiche ddla <ollecitazione e la didribuzione di tendgoni viene
impodta in corrispondenza della sezione fessurata, sulla porzione di sezione non interessata da
crack.

Abstract

In order to andlyze the datic or the dynamic behaviour of dSructures containing cracked
members, the loca flexibility of cracked regions has to be evduated. To take into account the
crack effect on the compliance of a cracked member, the Stress Intensity Factors(SIFs) can be
used.

In this paper, a smple method of estimating the SIFs is proposed. This method is based on

equilibrium between the externd and internd forces for a pat of the body isolated by an
imaginary section passing through the crack tip. It should be recognized that to estimate the
srength of cracked bodies, in view of engineering desgn procedures, the lower accuracy of
the cdculation iswarranted by a smdler amount of work involved.

1. Introduzione
La presenza di un crack in un demento drutturde comporta una riduzione di rigidezza locae,

dipendente ddla forma e ddle dimensoni de difetto. Per <udiare I'incremento ddla
cedibilita locde 9 € operato in vari modi. lIrwin [1] ha gabilito la reazione tra la variazione di



cedibilita locde e i fattori di intengficazione degli Sforzi. Okamura et d. [2] hanno gpplicato |
concetti ddla Meccanica ddla Frattura agli dementi drutturali fessurati. La sezione fessurata
viene modellata mediante una cerniera dagtica, che pud essere intesa come un eemento finito
con due nodi, ma di lunghezza nulla In letteratura, questo particolare demento finito viene
denominato “line-spring modd” e pud essere dotato di deformabilita flessonde, assde e
tegliante. In t modo, una trave di lunghezza L contenente un crack a distanza |3 da un
edremo, viene schemdizzata mediante due travi integre di lunghezza |1 e L-I1, unite da una
cerniera eadica in corrigpondenza ddla sezione fessurata La modelazione [2] € data
impiegata nello sudio della propagazione di difetti per fatica in drutture iperdaticheg3/4],
come pure per determinare la ridigribuzione delle cadterisiche dela sollecitazione in
drutture intelaiate] 5).

Quando un crack s estende nel proprio piano, in corrigpondenza di un sUo gpice, la variazione
di energia liberata connessa con la propagazione ddla fessura in un materide isotropo, puo

eprimers nellaforma[6-9]:

b

=B lkf k)=

K2, (1.2)

ove i fatori di intendficazione degli dorz K, , K;; , Ky risultano associati a tre modi
fondamentdi: K, U modo | o modo di apertura (* Opening Mode "), K;; U modo Il o modo
di scorrimento (¢ Sliding Mode "), Ki;y U modo 11l 0 modo di strappamento (* Tearing
Mode’). Nella (1.1) E rappresenta il modulo di dadticita normae e n denota il coefficiente di
Poisson dd materide. La (1.1) e vdida per dtati deformativi piani e per sai tendondi piani,
assumendo per (3 vaori :

per stati piani di tensione

R=< ' (1.2)
1-

i 2 per stati deformativi piani

Detti fattori dipendono ddla geometria del difetto e ddla condizione di sollecitazione ed
hanno la dimensione di unatensione per la radice quadrata ddlla lunghezza

| fattori di intendficazione degli dorzi intervengono ndla definizione ddlo dao limite di
frattura, formulato secondo il criterio tensonde [6]. Ess caratterizzano anche il parametro
energetico, denominato integrale J [9]. | fattori di intendficazione degli sforzi sono riportati in
dcuni manudi [10-13] per vaie configurazioni geometriche dd crack e differenti dati di
sollecitazione. Nell’andis svoltanel presente lavoro s assume K =0.

Di recente € stato proposto da Herrmann et al. [14-18] un metodo per stimare con buona
gpprossmazione i fattori di intensficazione degli Sforzi di travi fessurate. || metodo proposto
ha suscitato dibattito [19] ed € dtao impiegato [20] per determinare le espressoni in forma
chiusadi K; per unasezioneadoppio T.

Uno degli scopi del presente lavoro riguarda la vautazione approssmata dei SIFs. Viene
proposto un metodo basato su condderazioni di equilibrio, che fornisce risultati confrontabili
con quedli esgenti, determinati con tecniche numeriche, oppure sperimentdi. In questo lavoro
9 assume che il materide davanti dl’ apice ddla fessura S comporti in modo eadtico lineare.
La condizione di eguivdenza tra le cardteridiche ddla ollecitazione e la didribuzione di
tendoni viene impodta in corrigpondenza della sezione fessurata, sulla parte della sezione non
interessata dal crack.

Un secondo obiettivo di questo lavoro e relativo dla generdizzazione dei risultati riporteti in
[21-23]. In dette note la sezione fessurata viene modellata come eemento finito con due nodi,
e di lunghezza nulla Ciacun nodo possede due o tre gradi di libeta Gli dementi ddla
matrice di rigidezza contengono | termini di accoppiamento non nulli reaivi dle sole



Sllecitezioni di Sforzo assde e di momento flettente. Nel presente lavoro S suppone che
ogni carateridica di ollecitazione risulti accoppiata con le restanti due. In tad modo ogni
elemento dellamatrice di rigidezza 6x6 é diverso da zero.

2. Elemento fessurato rettilineo

S condderi un demento di trave ad ase rettilineo, contenente un crack di  estremity
sollecitato comein Fig.1.
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Fig.1- Parametri di forza e di spostamento noddi

S vuole determinare larelazione trale forze noddli, raccolte nel vettore agebrico:
FT=[P1Ti M1 P2 To My ] = [F1 F2 Fg Fy Fs Fg] 2.1)
e gli spostamenti nodali, raccolti ndl vettore:

¢ =u; vy 65 U, V56, ]=[6165 6564 G5 G (22)
Deverisultare:
F =K.¢ (2.3)

essendo K. la matrice di rigidezza ddl’demento finito di lunghezza nulla, ossa ddla cerniera
elatica dotata di deformabilita assde, tagliante e flessonde con cui viene moddlaa la
sezione fessurata Per cacolare la matrice K¢, S seguono le indicazioni della nota di Okamura
et d. [2], partendo ddladefinizione ddletre cedibilita | pp,l 1,1 yu

. u 3y % ) 0

€pp :E’ €17 :?’ €mm :V (2.4)
rispettivamente assde, tagliante e flessonde. Al numeratore dela (2.4) intervengono lo
gpodamento assde u, la deflessone v e la rotazione | . Detti parametri di spostamento
gengdizzao risultano divis da corrispondenti parametri di sforzo generdizzato: lo sforzo
assdeN, il taglio T eil momento flettente M.
Le cedibilita elagtiche sono legate d rilascio di energia connessa con |'estensione dd crack ed

a fattori di intensficazione degli sforz [2):
1‘n2 2 :P_Zdl PP G :1'n2 2 T2d|'|—|' G _1'n2K2 _MZdIMM

E P 2 da " E ""T2 A’ E "™MTHo 4

(2.5)
Nelle (25) K, e K, denotano i contributi d fatore di intengficazione degli sforzi K,

dovuti dlo sforzo P ed d momento flettente M, rispettivamente. Il termine K+ esprime |l

Gp =



fettore di intendficazione degli orzi K;; de modo 11, associato dla forza tagliante T. | pedici
P, M, T riferiscono la generica grandezza dlo sforzo assade P, d momento M ed d taglio T,
nel’ordine, mentre dA=Bda rgppresenta un incremento infinitesmo ddl’area dd  crack.
Quest’ultimo, disposto nel piano ortogonde a x-y e secondo la giacitura y-z, € definito ddla
lunghezza a e ddlo spessore B ddla trave. Ciascuna ddle quantita Gp, Gt, Gy rappresenta la
vaiazione di enegia liberata con |'etensone dd crack e asocista d  fettore di
intensficazione ddllo sforzo, a cui quadrato risulta proporzionae.

Le cedibilita dagiche dela trave fessurata 9 possono ricavare ddl’integrazione ddle (2.5).
Risulta

A
Lo =1 g +1 pp =1 g + 2(1 )&K'POdA 26)
oe P g
A
Iy =lpg+lqr=lqo+ (1 )aEK”TOdA 2.7)
E oe T g
|M=|MO+|MM=|M0+2( )0§<'M°dA 2.9)
E oeMg

Nelle (26)-(28) | pg, 170 + I mo rappresentano le cedibilita della trave integra, mentre

lpp, I 7 . v SONOlecedibilithassociate alla presenza del crack.

Ndla trave fessurata di Fig.l, la forza assde P induce un momento flettente rispetto d
baricentro della sezione non interessata ddla discontinuita di materia  (“ligament”), di
dimendoni Bx(b-a), essendo b l'dtezza dela sezione ddla trave. Pertanto, le sezioni di
estremitasubiscono una rotazione relativa per effetto della sollecitazione di Sforzo assae.

Il coefficiente misto di cedibilitg corrispondente dl’ accoppiamento P-M, assume I’ aspetto:

2-n?) ofie Kim ga 2.9)
E oP M

l'wp =lem =

Ne caso di travi rettilinee fessurate di materide omogneo e isotropo, |0 sforzo di taglio non
interagisce con lo sforzo assae eil momento flettente, per cui S ha:

Imr =l =0, lpr =lp=0 (2.10)

La matrice di rigidezza ddl’demento fessurato di lunghezza nulla, corrigpondente d crack, g
ricava integrando le (2.6)-(2.9), una volta definite le espressoni de fattori di intengficazione
degi dorzi Kip, Kiy, Kyj7 riportate ne vari manudi [10-13].

In questo lavoro viene proposto un metodo basato sull’equilibrio per la vautazione
goprossmata dei fattori di intendficazione degli Sforzi . Detto metodo fornisce una soluzione
ingegneridicamente vaida anche nel cas non contemplati dai manudi in parola

La matrice di rigidezza ddl’demento finito fessurato di lunghezza nulla, corrispondente d
crack € riportata in [21-23]. In quext’ultimo lavoro, perd, I'demento fessurato non risulta
llecitato a sforzo assde.

3. Matricedi rigidezza interamente popolata
Ne caso generde di demento finito fessurato di trave ad asse curvilineo, ad ogni

caaterigica di sollecitazione restano associate due componenti di spostamento u e v,
rigoettivamente secondo la tangente e secondo lanormae dl’ asse ddllatrave, elarotazionej .



Nelle ipotes di vdidita dd principio di sovrapposizione degli effetti, le componenti u, v, |
di sposamento generdizzato del punti di gpplicazione dele forze P, T, M ammettono la
rappresentazione;
U=l ppP+l s T+l pyM , v=Il P+l T+ 1 (yM |j =l py P+l T+l yuM (32)
Le (3.1) possono essere scritte nellaformaindicide:
u = _é3 I P; (3.2

s 9 pone per gli spostamenti e le forze:
Uy =u,u,=v,uz3=j ,R=P ,R=T,P=M (3.3
nonché per le cedibilita

€11 =€pp €1y =€p1,€13=Cpy 1€ =€7p €5 =€47,€3 =€y,
€31 =€ p €3 =€y, €33 =€y (34)
Per i coefficienti di cedibilitavalelarelazione di reciprocita | = ;; peri,j =1,2,3.
| coefficienti di cedibilitapossono essere cacoldi attraverso lardaziong(2]:
-n?) A K +K,iK,; 6
|ij :2(1 n )G(\ 1i PN j Hi "™ 11j :dA
e &£ An
ove Kj; e Kj; sono i fattori di intensficazione degli sforzi ded modo | corrispondenti dle forze
Pi e P; , mentre Kj;; e K;j; sono i fettori di intensificazione del modo Il associai dle medesme
forze P e P;.
L’energiadi deformazione dastica W puo vautard atraverso il teoremadi Clapeyron:
. 13
W:%(PU+TV+MJ ) oppure W:Eé Pu (3.6)
i=1
E posshile egrimere I'energia dagica W come forma quadratica delle componenti di
gpostamento, consderando le (3.1) come un Sdema di tre eguazioni ove U, V, |

rappresentano i termini noti, e P, T, M le incognite. Risolvendo con la regola di Cramer, s
ricava

(3.5)

P :%(allu +ag,V+ ag )’T = % (alzu +ayV +ay )’ M = % (alsu + a3V + agg ) (3.7)

oves éposto
_ 2 _ _
a;; = lrlyv - Tva =lwlev - Perl wm @iz =l prl v - Tl
_ 2 _ _ 2
Ay =lppl um - Iems @23 =lprlpy - I ppl s @g3 =l ppl 1 - 1 51 (3.8)
essendo:

élpp lpr lpui
é a
D=detSlpr Irr Iy o=detfiy] (3.9)
é PM I ™ I MM g
La sogtituzione delle (3.7) nella (3.6) fornisce:
W = % (allu2 + A,V + gy 2 +285, UV + 28a55U) + 285,V ) (3.10)
Se 9 impiegano ndla (3.10) le rdazioni:
USUp-Up, VEVo-Vi, | Sjo-]g (3.11)
per il primo teoremadi Cadtigliano g ricavano le forze noddi seguenti:

P = jT_ul = [all(ul - U2)+ alZ(Vl - Vz) + a13( 0y~ 02)]/D



T, = —1]1\\//\/ = [a12(u1 - Uz)"‘ azz(Vl - Vz)"' a23( 04 - 62)]/D (312
1
W N
M, ——::110 = [313(U1 U2)+323(V1 Vz)"'ass( 0, - 02)]/D
1

Applicando ancora il primo teorema di Cadtigliano, oppure in virtu del’equilibrio, S pud
scrivere;
PZ—M—-Pl, Tz—M—-Tl, Mz—M—-M1 (3.13)
flu, fiv, I
Raccogliendo le forze noddi nd vettore ( 2.1) e gli spostamenti noddi dd vettore (2.2), ddle
(312) e (313) g ricava la matrice di rigidezza della cerniera eagtica con deformabilita
asside, tagliante eflessionde:
@ Q3 -3 - - A0
Qy Qdyz - ap - 8yp - a233
Q33 - 3 - Gy - 3331'J

~
o
1

(3.14)

Ol
@D: D D> D D> D D (DNR‘;
o
=

QD
N
N

4. Metodo proposto

Per illugrare il metodo proposto, S condderi una trave comungue caricata contenente una
fessura di edtremitg digposta secondo la giacitura della sezione retta Per 1o Sato deformetivo
piano, in corrigoondenza dell’apice dd difetto, il campo tendonde singolare puo esprimers
atraverso letre classcherdazioni (i, ] = 1, 2):

K.
Sj :?;)r f;(3) (4.1)
ove r e J sono le coordinate polari, mentre K1=K; e K>=K;;. Sed indicanocon sj e t,; la
componente normale e la componente tangenzide a crack, rispettivamente, € posshbile
scrivere per g=0:

s = K _Ki

q \/ﬁ 1 hrq «/ﬂ
Le forze addiziondi associate dla didtribuzione asintotica possono ricavars per integrazione
su un intervalo determinato dala condizione che le componenti di tensone (4.2a)-(4.2b)
assumano il vaore nominde desunto dal’applicazione ddla teoria ddla trave per il caso in
esame. In riferimento a cas di flessone retta, di sforzo normde e di taglio, S assumono le
ben note didribuzioni delle componenti di tensone relative dla parte di sezione fessurata in
cui vi e continuita materide (“ligament”). La determinazione de fattori di intensficazione
degli Sorzi viene effettuatain base a consderazioni di puro equilibrio.

(4.2a,0)

4.1 Flessioneretta
Nel caso ddllaflessoneretta, la distribuzione ddlle tensoni normdi riferita ala parte integra
ddlla sezione e fornita dalla ben notaformula di Navier:

M
Sz :_*Xy (43)

I X



ove |, rappresenta il momento d'inerzia della sezione ridotta dalla presenza ddla fessura
Tratandos dd “modo opening” di estensone della fessura, I'unica componente diversa da
zeroe s, chenel piano della sezione assumeil valore (4.29).
Laforzarisultante Q trasmessain prossimitadell’ estremitadella fessura é pari a:

b KI

= A 4.4
Q (?Tﬁdr (4.4)

ove b 9 determina ddla condizione che la componente (4.28) assuma a disanza b dal’ gpice
dellafessurail vaore nominde:

K|
—_— =SZ )
V2D fy=yeb

ndla qude y & lordinata dell’apice ddla fessura, nd riferimento con origine sull’asse
neutro.

(4.5)

4.2 Sforzo normale eccentrico
Per la sollecitazione di Sforzo normae eccentrico, la distribuzione ddle tensoni normdi
riferita dla parte integra della sezione € la seguente:

aet+ad

Nr+
=y I*Z 2y

S, (4.6)

*

ove A denota |'area della sezione ridotta dalla fessura, e I’eccentricitae a la profonditadella
fessura stessa. Trattandos anche in questo caso dd “modo opening” di estensone della
fessura, I'unica componente diversa da zero € la (4.28). La forza risultante trasmessa nella
zona prossima dal’esremita della fessura € ancora esprimibile atraverso la (4.4) con la
condizione (4.5).

4.3 Taglioretto
Ladigtribuzione ddle tensoni tangenzidi medie riferitadla parte integra ddla sezione € la
Seguente:
_IS
I

m 4.7)
l's

con S, momento statico della porzione di sezione ridotta delimitata dalla generica corda, ed s

lunghezza della corda dessa Tratandos dd “modo diding” di estensone dela fessura,
I unica componente diversa da zero € la (4.2b).
Laforzarisultante trasmessa in corrispondenza ddll’ estremitadella fessuraé pari a:

E)%dr (4.8

ove b 9 determina dala condizione che la componente (4.2b) assuma a distanza b dal’ apice
dellafessurail valore nominde :

t

Ki_ 4.9
Nr= R WO “9

ndlaqude y eI ordinatadell’ apice dellafessura



5. Applicazione alla prova di flessone su tre punti per la determinazione del fattore di
intensficazione degli sforzi

Per la determinazione dd fattore di intendficazione degli Sforzi relativo d modo opening K,
S prenda in consgderazione, ad esempio, la prova di laboratorio standardizzata. Tae prova
viene definita“ Provadi flessone su tre punti”.
Il momento flettente calcolato in corrigpondenza della sezione fessurata risulta:

Pl

M _Z (5.1)
Ladigribuzione ddle tensoni normdi riferita dla parte integra dela sezione fessurata é :
. 3P
O, =————=Y 52
* - o &2
L’integrale ddla distribuzione tensonde singolare, cacolato tral’ estremitaddlafessuraed il
vaoreb, vae:
b
K g = /Z—bKl (53)
o~ 2pr P

Per la(5.2), ddlacondizione (4.5) g ricavail vdoredi K; :
3PI«/26 bah a o

K - b= 5.4
Th-ar 2 2% 54
che, inserito d secondo membro della (5.3), porge:
K, 6PIb ah a 0
o r= —-—- b=+ 55
o280 t(h-a)382 2 g 59)
L’equivalenzafralarisultante delle tensoni (5.2) , riferite dla parte integra della sezione
fessurata, e larisultante delle tensioni Sngolari (4.4), richiede che s abbiandl’intervalo (h-
a)/2-b<y<(h-a)/2:
h-a
2
o—d' r 5.6
h_ Ay = T (5.6)
2
cioe
3PIb 6Plb
7 wh-a-bh=——-= (—-—- b) (5.7)

2t(h- a) t(h- a)®
Ricavando ddlla(5.7) il vaoredi b=(N" a)3 ed inserendolo nella (5.5), s ottiene:

K, :\g Pl (5.8)

3
(h- a)2
oVVero:
3Pl | aA0
K, =—= flgﬁg (5.9)
> “éhg
2th2
con
f aal 0.482 (5.10)
1 - = .
ghﬂ a_ 39
¢ hg



La funzione f1; ddla forma della sezione pud essere comparata con |'espressone ricavata in
[18] :

—- 1 (5.11)
ag
S,

Il caso by=1 corrisponde dl’ipotes di Kiezler and Hermann [14,15] e viene pertanto
considerato per la comparazione.
L’ espressione piu frequentemente impiegata e quelladi Srawley [24]:

a ags a 8 ..20
109- 28 308 15 3932 47280 +
hé h h “Ehyt
fo= ¢ P (5.12)
3 § '

vaida per tutti i rapporti @/h . La comparazione € mostratain Fig.2. | risultati ottenuti conil
metodo proposto gpprossimano benei risultati ottenuti con gli dtri approcci.

25
20 4—| —— "Metodo proposto” )
- --[18] :
PR ol o EEEEEE [24] -
5 /
= 10 i
L/
A
! ://
5 e
.......................... =
0 ==

Fig.3- Rappresentazione delle funzioni dipendenti dallaformadellasezione.
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