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Sommario

Secondo il cosiddetto ‘ gpproccio ddl piano critico’, il piano rispetto a cui eseguire la verificaa
fatica e determinato massimizzando le ampiezze €o i vaori di dcune componenti di tensone. Nela
presente nota € proposta una relazione tra la giacitura del piano critico e le direzioni medie delle
tengoni principdi, direzioni ottenute utilizzando il metodo dellefunzioni peso. Laverificaafaticae poi
eseguita consderando una funzione delle componenti di tensone agenti sul piano critico. | risultati
ricavati applicando il presente criterio e criteri propogti da atri autori Sono mess a confronto con le
risultanze di numerose prove Sperimentdi relaive a differenti metdli fragili (duri) soggetti a Sati piani
di tendone snusoidde, in fase efuori fase,

Abstract

According to the so-called critical plane approach, the plane where the fatigue failure
assessment should be performed is determined by maximising the amplitudes and/or values of
some stress components. In the present paper, the critical plane orientation is proposed to be
correlated with the averaged principal stress directions deduced through the weight function
method. Then the fatigue failure assessment is performed by considering a function of the
stress components acting on the critical plane. The results derived by applying this criterion
or some critical plane criteria proposed by other authors are compared with experimental
data related to different brittle (hard) metals under in-phase or out-of-phase sinusoidal biaxial
stress states.

1. Introduzione

| numeros criteri, sviluppati negli ultimi decenni per la verifica a fatica di Srutture soggette a
carichi multisssdi, sono generdmente volti a ridurre uno stao di tensione multiassde ad una



condizione di tensone monoasside equivaente (3 veda, ad esempio, lo stato ddl'arte sull'argomento
in [1]). Alcuni di questi criteri sono basati sul cosiddetto ‘gpproccio del piano critico’, secondo il
gude la verifica a fatica e eseguita rispetto d piano dove l'ampiezza o il vaore di specifiche
componenti di tensone raggiunge un massmo [2-5]. In dternativa, la posizione del piano critico pud
essre messa in rdazione con le direzioni principdi di tensone. Tuttavia, dd momento che tdi
direzioni, nd caso di carichi di fatica, sSono generdmente variabili nel tempo, gopare opportuno
utilizzare una procedura per mediare i vaori igantane ddle direzioni principdi di tensone.

Nella presente nota viene illugtrato un criterio che mette in relazione la giacitura de piano
critico con le direzioni principai medie di tensone, direzioni determinate attraverso il metodo delle
funzioni peso [6-8]. Successvamente la verifica a fatica € eseguita consgderando una funzione
guadratica ddl'ampiezza della componente tangenzide e ded massimo vadore ddla componente
normae agenti sul piano critico. |l criterio viene gpplicato ad una serie di prove sperimentd,
reperibili in letteratura, su metdli fragili (duri) soggetti a Sati pani di tensone prodotti da carichi
variabili snusoidamente sain fase che fuori fase. Per i materidi esamindi, il vaore dd rapporto tra
il limite di fatica per torsone dterna e quello per flessone adterna, t £/s 4, ricade ndll'intervallo (1/CB,
1).

2. Alcuni criteri basati sull'approccio del piano critico

Condderiamo uno stato piano di tensione, rappresentato da due componenti normali ed una
tangenzide, nel generico punto P di un corpo cilindrico (Figura 18) soggetto a carichi sncroni non
proporziondi, varigbili con legge snusoidde:

Sy =S(t) = sta dn(Wwt-a) + sy
Sy =S|(t) = s 5 9n(W) + 5§ D
Syy =t(t)= tgsn(w- b) + ty

dovei pedic t, |, a e m stanno per tangenziae (circonferenziale), longitudinale, ampiezza e vaore
medio, rispettivamente.

Congderiamo il piano D, passante per il punto P, ed i due versori ortogondi, u e v,
gppartenenti a tde piano (Figura 1b). Assumiamo la direzione dd versore u coincidente con
l'intersezionetrail piano D ed il piano definito dallanormaew e ddl'asse Z, in modo che Puvw siaun
ssema di coordinate ortogondi levogiro. | coseni direttori, rispetto d sstemadi coordinate PXYZ,
dell'asse w possono essere espress in funzione del due angoli, | e J, in un Sstemadi coordinate
derico (£ <360° 0°£J £180°): l,=9nJ cos] ,m,=9nJ dn) , n, =cosJ (Figura
1b). Inoltre, i coseni direttori degli U e Vv 0no rigpettivamente ugudi a |, = cosJ cos) , my=
cosJ dn ,n,=-s9nJ e l,=-d9n ,my=cos| ,n,=0.

Il vettore tensone S, agente nd punto P dd piano D (Figura 1b) puo essere determinato
medianteil tensore degli Sorzi s :

Sy Sxy 0Uél,u é&inJ (s; cosj +t snj Ju
Sw =s>xw b [Sw] =Sy Sy 0 Smyy P [SW] = 8snJ ssinj +t cosj JU(2)
g0 0 0gé&wa & 0 0

Il valore sclare N(t) dellacomponente normale di tensione risulta

NE) =wxs, P N[t)=sn% & cosj +s) an% vt sng @



Sodtituite e componenti di tensione (1) nella (3), possono essere poi determinti il vaore medio N,
e l'ampiezza N, di N(t) [8].

Figural

vV (a) Sstema di coordinate PXYZ ;
(b) Sstema di coordinate Puvw |,

vy con |'asse w normale al piano D

(b)

Latensione tangenzide C, giacente nel piano D, e cacolata utilizzando le espressioni (2) :

C=8u-N=8,- WS, )wb [d]-
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Ladirezione dd vettore C e in genere variabile nel tempo e, quindi, la definizione ddl'ampiezza e dd
vadore medio di tde vettore non € immediata. Papadopoulos [9] ha di recente proposto di
consderare le componenti di C lungo gli uev. Richiamando le (1) e (4), tai componenti
PpOSSONo essere seritte nella forma seguente
C, = f sn{wt) + g cosmt) + Cy
C, = psnfw) \ ©
v = psanwt) + qcoswt) + Cym

dove Cu, m € CV, m Sono i vaori medi delle componenti di C lungo gli ass u ev, mentre le funzioni

f, 9, p e q dipendono dagli angoli di fase, a e b, edagli angali di giacitura, j e J, ded piano D [8].
La (5) rappresenta le equazioni parametriche dell'dlisse descritta dal'estremo dd vettore C ddla
tensone tangenzide nd piano D durante un ciclo di carico. Tde dlise € centraa nd punto
(Cu’m;CV’m), e i suol semiass sono funzioni di f, g, p e q. Il vaore medio C,,, dellatensone

tangenzide C é pari a JCE,m + C\%m , mentre l'ampiezza di C coincide con il semiasse maggiore
C, ddl'dlisse.

Le espressioni anditiche delle componenti di tensoni determinate sopra possono essere usate
per applicare i comuni criteri di fatica multiassade, basati sull'approccio del piano critico, d caso di
generico sato piano di tersione snusoidae. Laverificaafdicaé eseguitain duefas. Innanzitutto s
determina il piano critico atraverso la ricerca dd massmo delle ampiezze e/o da vaori di dcune
componenti di tensdone. Ad esempio, i criteri proposti da Findley [2], Matake [4], e McDiarmid [5]
pOSSONO essere epress nel modo seguente



lede): maxiCali,a) + ANmai.J)}
() (6)
dove il masimo vaore N, delatensone normae N(t) & ugude alasommade vaore medio e
dell'ampiezza, cioe N, = N, + N, . Laveificaafatica e poi eseguita in base ad dcune
componenti di tensone agenti sul piano critico :
Ca(j c’Jc) +B Nmax(j c’Jc) £ D )

dove A, B e D sono costanti del materiale che presentano espressioni diverse per ciascuno dei criteri
congderati.

3. Un nuovo criterio basato sull'approccio del piano critico
3.1 Giacitura del piano di frattura e del piano critico

Una procedura teorica e stata di recente sviluppata dagli autori per determinare le direzioni
medie delle tengoni principdi atraverso il metodo delle funzioni peso [6-8]. In un generico igante di
tempo, le tensoni principdi, s, (n=1, 2, 3), sono gli autovalori ddl tensore degli Sforzi istantaneo,
mentre gli autovettori forniscono i nove coseni direttori delle direzioni principdi. Assumiamo che
S13 s, 3 s3, doecheledirezioni ddlatensone principale massma e minima Sano indicate come
ase 1 ed asse 3, rispettivamente. || Sstema di coordinate ortogondi P123, con origine nd punto P e
ass coincidenti con le direzioni principai di tensone, pud essere definito atraverso gli angoli
‘principdi’ di Eulero, f,q,y (0°£f <360°0°£(q £ 180°0°£y <360°, ottenuti dai coseni
direttori delle direzioni principdi. | loro intervdli di definizione d termine di una procedura di
riduzione descritta in [6-8] diventano | seguenti :0° £ f ,q £ 90° e-90° £ y £ 90° in modo da
permettere una corretta operazione di mediadel valori istantane degli angoli di Eulero.

Esaminiamo ora il tensore degli sforzi con le componenti normdi s (t),s,(t) e la

componente tangenzide t(t), esoresse ddla (1). Le direzioni principai medie 1,2 e 3 delle
tensoni principai sono cacolate mediando i valori istantanel degli angoli principai di Eulero ridotti,
f (t),q(t) ey (t), atraverso opportune funzioni peso W(ty ) :
N o1 W
f=3 & )W) q= 1 a o) Witk)
t t
1! ty
y = oo a ytg) W) W=a W(ty)
W ty 51
dove W rappresenta la somma dei pes W(ty), con ty varicbileda t; a ty. Adottiamo la

seguente funzione peso, il cui Sgnificato fisico é discuso in [6-8] :

(8

10 se sy (ty) <CS 4

| .m
Wi(ty) =iass(t,)0 O0<cfl ©)
i il k)I se S(tc) 2 CS 4
1 CS

af g
S noti che mg € un coefficiente che dipende ddla pendenza della curva SN per flessone
dterna. Dd confronto con numerose risultanze sperimentali a fatica [8,10], la normae d piano di



frattura sembra coincidere con la direzione media 1 della tensione principdle massima, ottenuta
impiegando la funzione peso espressain (9).

Viene ora proposta una relazione tra la direzione media pesata 1 e la normae w d piano
rispetto a quae eseguire laverifica afatica (piano critico) :

d = 45 (10)

N W

 (
2 Y
dove d e I’angolo, espresso in gradi, formato da 1lew, Tde angolo éugudea0® per t4/sx=1
(metdli molto fragili), mentre risulta uguale a 45° per t4/s 4 = 1/CB (vaore di trandgzione tra metalli
fragili e duttili). Pertanto, il piano critico risulta prossmo d piano di frattura per metali molto fragili,
mentre i due piani formano un angolo uguae a 45° per materidi in cui il rgpporto de limiti di fetica,
t4/s 4, tended vaore di transgzione fragile-duttile.
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2

3.2 Verificaafatica

La verifica a faica € eseguita atraverso una funzione quadratica della massima tensone
normae (N, ) € dell’ampiezza dellatensione tangenzide (C, ), agenti sul piano critico:
2

2 ..
P &, FC, 8

8 S af B 8’[ af B
La disuguaglianza tiene conto, tra I'dtro, di adcune ben note evidenze sperimentai sull'influenza del

vaore medio ddle tengoni applicate. Il criterio di fatica (11) corrisponde ala seguente ampiezza di
tensione equivalente, S, da confrontare con il limite di fatica Sy :

£ 1 (11)

6%a\fg
Seq =4 Nmax? + ét f T Ca® £ sy (12)
al

(7]

4. Applicazioni

Il criterio di fatica qui proposto e qudli di dtri autori sono dati applicati a numeros risultati
sperimentdi, reperibili in letteratura, rdativi a carichi snusoiddi, in fase e fuori fase, per bare
circolari soggette a flessone e torsone [11-13], e per tubi circolari soggetti a Sforzo normde e
pressone interna [14]. Un quadro riassuntivo dele cardateristiche meccaniche dei materidi
sperimentati € riportato in Tabella 1.

Sono dati condderati nelle prove in esame divers vaori degli angoli di fase, a e b, de
rapporto trale ampiezze delle tensoni gpplicate (ta/ S).2 0 Sta/ Si.a) € del rapporti di fatica (Tabela
2). Nédle prove di Nishihara e Kawamoto [11], sono Sati gpplicati vaori nulli della tensone media
(repporti di fatica ugudi a -1). S sottolinea che i vaori sperimentdi ddle tensoni gpplicate S
riferiscono alo gato limite di non-fratturade provino per un numero di cicli ddl’ ordine dd milione.

Una volta determinata la giacitura dd piano critico, il criterio (11) mostra che, in una
rappresentazione nel piano N, - C,, lacris per faticahaluogo per i punti che giacciono d di fuori
dell’élisse con semiass pari a S e ty . Ad esempio, in Figura 2 sono riporteti | vaori sperimentdi
relaivi ale prove di Nishihara & Kawamoto [11] su acciao duro. S osserva una buona
correlazione, per i divers vaori ddl’angolo di fase b e dd rgpporto tra le ampiezze delle tensoni



goplicate, tral’ dlisse teorica (tratto continuo) ei risultati Sperimentdi rdativi dlo dato limite di fatica,
poiché la maggior parte dei punti sperimentai giace molto vicino al’dlisse e, comunque, dl’interno
delle due curve tratteggiate che rappresentano un errore pari a £10% (determinato come discusso
nel seguito). Indltre, quad tutte le predizioni risultano a favore di Scurezza, trovandos | punti
soerimentai dl’ esterno ddl dominio di Scurezza.

Tabella 1
Caratteristiche meccaniche dei materiali delle prove sperimentali [11-14]

Reference Material S« [MPa] tg[MPa] ts/Ss Su[MPa] m
Nishihara& Kawamoto (HS) hard stedl 313.9 196.2 0.63 704.1 8.7
Nishihara & Kawamoto (MS) mild steel 2354 137.3 0.58 518.8 18.2
Nishihara& Kawamoto (Cl) castiron 96.1 91.2 0.95 230.0 19.4

Zenner et al. 34Cr4 410.0 256.0 0.62 795.0 209
Froustey & Lasserre 30NCD16 660.0 410.0 0.62 1880.0 132
Rotvel low-carbon sted 215.8 127.2 0.59 570.0 145
Tabella 2
Condizoni di carico nelle prove sperimentali [11-14]
Test | Sress Sress Phaseangle
Reference No. date Loading ratios amplitude [°]
ratio
M+@ ) ) /(1) (2 vs. (1)
Nishihara& Kawamoto(HS) | 24 | s +t -10 -1.0 00,02, | 0,30,60,9
05, 1.2, ¥
Nishihara& Kawamoto (MS) | 17 s+t -1.0 -1.0 0.0, 0.2, 0, 60, 90
05,12 ¥
Nishihara& Kawamoto (Cl) | 14 | s+t -10 -1.0 0.0, 0.2, 0, 60, 90
05,12 ¥
Zenner et al. 12 | s+t 0.0,-1.0 0.0,-10 0.25, 0, 60, 90, 120
05,10
Froustey & Lassarre 10 S+t 0.2, -0.2, -10 0.25, 0, 45, 60, 90
-0.3,-1.0 0.6, 1.7
Rotvel 6 S| +S; -0.3, -0.6, -0.6, 0.0, 0.8, 0, 180
-08,-10,-13 -1.0,-11 13,327

Per una data prova ed un generico criterio di fatica, il criterio adottato predice esattamente il
comportamento sperimentale se il primo ed il secondo membro dela disuguaglianza (7) sono ugudi
tra loro (come ricordato, tutti i risultati sperimentali corrispondono dlo stato limite di non-frattura).
Quindi la deviazione tra risultati teorici e sperimentali pud essere espressa da un indice di errore |,
definito come differenza relativa (ripetto a secondo membro) tra il primo ed il secondo membro
della disuguaglianza (7). Nel caso del criterio qui propogto, I'indice di errore € uguale a (Seq - Sar ) /
Sa (9 vedal'Equazione 12).
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Ampiezza della tensione tangenziale vs.
massima tensione normale, agenti sul piano
critico: risultati teorici e sperimentali per le
prove di Nishihara & Kawamoto [11] su
acciaio duro (hard steel, HS)
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II' confronto teorico-sperimenta e effettuato per le 83 prove sperimentdi presentate in [11-14]
e illugrato in Figura 3, ndla quale e riportata |la frequenza relaiva dell’indice di errore cacolato
secondo il criterio (12) e secondo i criteri di Findley [3], Matake [5] e McDiarmid [6]. Tde
frequenza relativa rappresenta, per ciascun intervalo ddlindice di errore di ampiezza pari d 5%, il
numero di prove per cui I'indice di errore cade ndl’intervalo consderato, rapportato a numero
totde di prove. S ossarva una correlazione generamente buona tra i risultati teorici e quelli
sperimentdi per i 4 criteri congderati, come mostrato dai vaori maggiori della frequenza relaiva per
gli intervali prossmi dlo zero. Inaltre, per il presente criterio e, in una certamisura, per il criterio di
Matake, S notano de vadori della frequenza relativa piu devati per indice di errore positivo, che
corrigponde, come detto, ad una predizione teorica conservativa ripetto d risultato sperimentae.

0.4 0.4
! Conservative ! Conservative
? 03 [ ? 03 I
(3] (0] |
> >
(o o
) o
= 0.2 | = 0.2 |
g g
s s
e "l e "l Figura 3
Distribuzione dedla fre-
o L4 L o 4 L . I
-40 -30 20 -10 0 10 20 30 40 -40 -30 20 -10 0 10 20 30 40 quenza relativa per I'indice
Error Index, | (%) (a) Error Index, | (%) (b) d| erore mndo .
0.4 0.4 . . . )
I Conservative I Conservative (a) Cr|ter|0 (12)’ (b) Flnd!ey’
> — > (c) Matake; (d) McDiarmid
2 03 | S 03 F -
() (0]
=] >
O o
() (0]
= 0.2 | = 0.2 |
¢ g
= g
© 01 | @ 01 |
a4 a4
0 P | |- 0 | o I Y

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
Error Index, | (%) (C) Error Index, | (%) (d)



5. Conclusioni

E sata sviluppata una procedura teorica per determinare le direzioni principai medie
atraverso il metodo delle funzioni peso. La direzione media pesata della tensione principae massma
e data utilizzata Sa per determinare la giacituradel piano di frattura prodotto da carichi multiassidi di
fatica, Sa per dedurre il piano critico rispetto a cui eseguire la verifica a faticas E stao poi
presentato un criterio per effettuare tde verifica, basato sulla massma tensone normde e
aull’ ampiezza delatengone tangenzide agenti sul piano critico.

Il criterio proposto e dtri criteri basati sull’ gpproccio del piano critico sono Stati applicati ad
acune prove sperimentdi su metdli fragili (duri) soggetti a dati piani di tensgone Snusoidde, infase e
fuori fase. Le predizioni basate sul presente criterio sono in buon accordo con le risultanze
sperimentdi e, in generde, sono afavore di Scurezza.
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