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Sommario

Recentemente, evidenze sperimentdi hanno modrato I'utilita ddla geometria frattde nella
modellizzazione del materidi a matrice eterogenea. Tanto la porosta quanto le superfici di frattura nel

cacestruzzo presentano infatti caratteristiche autosomiglianti o artoaffini. Attraverso un approccio
frattae, il presente lavoro propone un modello di danneggiamento in grado di fornire una spiegazione
globale degli effetti di scala cui sottostanno | parametri che caratterizzano la legge coesiva di un

materide quas-fragile. L’ipotes di una microfessurrazione frattale dl’interno di una banda dove s

concentra il danneggiamento spiega |’ innazamento della coda della legge coesva al’ aumentare della
dimensione srutturae riscontrato in prove di trazione diretta. E' dtresi possibile definire una nuova
grandezza, la deformazione frattde che, indeme dla tendone e dl’energia di frettura frattdi gia
introdotte dal primo autore, porta ad una legge coesiva funzione esclusvamente dd materide. 1

moddlo viene infine gpplicato ad dcuni risultati sperimentdi.

Abstract

The hypothesis of a damage band characterized by microcrack distributions with fractal
patterns leads to the definition of a new quantity, the fractal strain, whose value governs the
rupture independently of the structural size. The fractal nature of the damage process is able
to explain the rising tail of the cohesive law observed while increasing the size, i.e. it clarifies
the scaling law of the critical displacement. Together with the fractal stress introduced by the
first author, it is possible to define a fractal cohesive law which is scale-independent, i.e. a
material property. The fractal model is applied eventually to some experimental data.

1. Introduzione

Nella meccanica da solidi, col termine effetto di scala g indica genericamente |la dipendenza di uno
0 piu parametri dale dimensioni del solido in esame. S parlacioe di effetti di sca quando strutture



geometricamente smili presentano comportamenti differenti. Come gia ossarvava Gdileo [1] in
relazione dla minore sndlezza delle ossa degli animdi di taglia maggiore, la locdizzazione dd
danneggiamento € la causa primaria ddll’insorgere degli effetti di scaa (rddivi dla resstenza, nd
cao di Gdileo) nd materidi fragili. Oggigiorno, il moddlo che viene comunemente adottato per
descrivere lalocalizzazione del danno nel materiai a microgtruttura disordinata (materiali quas-fragili)
e il modelo della fessura coesiva introdotto da Hillerborg [2]. || materide viene caratterizzato da
una coppia di leggi codlitutive: una relazione tensone-deformazione (s -€), valida per la parte del
solido che non subisce danneggiamento, ed una relazione tensone-gpertura della fessura che
descrive come |la tensone decresca dd valore massimo s, a0 d crescere delladistanzatrale labbra
dellafessurada O d vaore critico w,. L’ area sottesa dla curva tensione-gpertura della fessura (detta
legge coesiva) rappresenta |’ energia (Gg) necessaria per creare unafessura di area unitaria

Il moddlo della fessura coesiva € in grado di spiegare gran parte degli effetti di scalarilevabili
negli esperimenti effettuati su provini di calcestruzzo. In particolare tale moddlo ben s presta dla
smulazione di prove dove sano presenti devati gradienti di tensone, cioé in provini con intaglio
inizide. L’ applicazione de moddlo d Hillerborg permette di cogliere la trangzione duttile-fragile
riscontrabile dl’ aumentare della dimensione srutturde. D’ dtra parte, effetti di scalarilevanti possono
emergere anche in prove di trazione uniassde su provini aclessdra, dovei gradienti di sforzo sono o
nulli o comunque di gran lungainferiori aquelli presenti in dtri esperimenti come la provadi flessone
au tre punti. Nel caso delle prove di trazione uniassae la presenza di effetti di scala deve dunque
essere imputata d materide sesso piuttosto che ala geometriade provini e dle rdative condizioni di
carico.

Negli ultimi anni sono dete redizzate due campagne di prova su provini a clessdra: la prima é
data effettuata da Carpinteri e Ferro [3] con un’apparecchiatura in grado di mantenere pardldetra
loro le bas de provini su un intervalo di scale 1:16; la seconda da van Mier & van Vliet [4] con
un' gpparecchiatura che permette la rotazione ddle bas su un intervalo 1:32. Entrambe le indagini
soerimentai hanno rilevato come le quantita fische 5, Gy) caratterizzanti la legge coesva Sano
funzioni della dimensione drutturale, evidenziando in tal modo i limiti del moddlo coesvo. Infaiti,
aumentando le dimensioni dd provino, la resstenza a trazione diminuisce mentre I’ energiadi frattura
aumenta

Sullabase di quedti risultati sperimentai, sono sati sviluppati moddli come la Size Effect Law di
Bazant [9] e le Multi-Fractal Scaing Laws di Carpinteri et d. [6,7] d fine di poter estrapolare i
vaori di ressenza ed energia di frattura di srutture con dimensioni maggiori 0 minori di quelle
usuamente presenti in laboratorio. Il presente lavoro rappresenta il logico sviluppo del concetti
esposti dal primo autorein [8].

2. Meccanica ddl danneggiamento

Nella meccanicade continui ladefinizione di tensione s basa su dcuneipotes di regolarita dd mezzo
in esame (continuita e misurabilitd). Tae definizione cade perd in difetto quando S andizzano mezzi
con matrice disomogenea e discontinua: occorre pertanto ricorrere ad un approccio di tipo
mesoscopico. |l cacestruzzo, presentando difetti che interagiscono tra loro ad ogni scada di
0sservazione, appartiene a questa categoria.

Recenti risultati sperimentdi [9] rdativi dla porosita dd cacestruzzo, cos come I’ evidenza stessa
dell’ effetto di scala sullaresstenza a trazione, portano a modellare la sezione resstente attraverso un
frettale stocagtico lacunare, avente cioé dimensione Dg £ 2. La lacunarita della sezione resistente &
figcamente motivata ddla distribuzione autosomi-gliante di vuoti e microfessure, mentre da un punto
di vista matematico puo essere caratteriz-zata dal decremento dg rispetto ala dimensone euclidea D



=2, cioe Dg = 2—dg. E' noto chel’areadi un frattae lacunare dipende dalla scala di osservazione e
tende a zero d crescere ddla risoluzione di misura. La classica definizione di tensone cade in ta
caso in difetto. Per owiare a tde problema Carpinteri [8] ha definito una nuova grandezza: la
tensione frattde s ™.
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Figura 1. Sezione resistente frattale (a) ed effetto di scala sulla resistenza a trazione s ; (b).

S destriva, per semplicitd, la sezione resstente con un frattale determinigtico quae il tappeto di
Serpinski codtruito sul quadrato di lato b. La sua dimensone € Dg = log8/log3 = 1.893 (dg =
0.107). La massima tensione sopportabile s, pud essere cacolata come rapporto tra il massimo
caico e I'area nominde della sezione Ay = b2. Queste sono peraltro quantitafittizie, tendendo I’ area
effettiva ddla sezione a zero dl’ aumentare dellarisoluzione. Il carico massmo ammissibile sarainvece
dato dal prodotto della misura di Hausdorff del tappeto di Sierpinski A" » b(2—d,) per latensione
ultima frattale s ,":

F=s,A =SyA )

La resgenza fratde s,” & caraterizzata da dimensoni non intere ([FI[L]"—(2-ds)) e
rappresenta il vero parametro indipendente dalla scaa Viceversa la legge di scaa della tensone
utima s, pud dedurs dala relazione (1), tenendo conto delle misure rispettivamente dell’ area
nominae e dd|’ effettivo dominio frattae:

Su :st,b'OIS 2

La (2) rappresenta la legge di potenza che definisce lo scaling di s, e giudtificada un punto di vista
teorico il decremento dellaresstenza a trazione dl’ aumentare della dimensione strutturale riscontrato
da molti autori. Sul piano bilogaritmico di figura 1b la (2) e rappresentata da una retta con pendenza
negetiva in valore assoluto pari a dg. Risultati teorici e sperimentali portano ad ipotizzare per dg un
valore compreso tra 0 (s, con dimensioni canoniche, assenza di effetti di scala sulla resistenza) e
1/2 (s, con le dimensioni dd fattore di intensficazione degli Sforzi, effetto di scala sulla resisenza
massimo e pari aqudlo previso ddla LEFM nel caso di didribuzione autosomigliante del difetti ndl
materiade).

Volgendo oral’ attenzione dala singola sezione resstente dl’ intero provino, S osserva che spesso
il danneggiamento s disoca su una banda [10]. Nd presente modello S suppone che I'ampiezza
della banda sia proporzionde ad una dimensione caratteristicadel provino, ad esempio lalarghezza b



ded ligament. Cio che provoca I'insorgere di effetti di scaa e | ulteriore ipotes che dl’interno ddla
banda danneggiata la microfessurazione abbia caraterigtiche frattdi (banda frattale). Cio puo

gpparire eccessvamente adratto, ma la sperimentazione pare invece confermarlo: tanto le bande di

plagticizzazione in dcuni metdli [11], quanto lafessure causate dd ritiro nel dipinti antichi o nellaterra
arida presentano tipiche srutture frattali.

S congderi ora, come rappresentativo del comportamento della banda danneggiata, il caso di
una barra soggetta a trazione in cui, in prossmita del carico massmo, b deformazione tenda a
concentrars in sezioni la cui proiezione sull’asse ddla bara da un fratade lacunare; la parte
rimanente ddl corpo va invece incontro ad uno scarico dagtico. Sotto tdi ipotes il diagramma di
spostamento a rottura e rappresentato da un diagramma tipo scala del diavolo [12], tracciato in
figura 2a nd caso in cui il frattae lacunare Sa rgppresentato dal’ingeme di Cantor. S noti come la
classca definizione di deformazione non Sain grado di caratterizzare questo diagramma in quanto la
Sua derivata primadiverge ne punti singolari pur essendo le discontinuita finite. E' dunque necessario
introdurre una nuova quantitar la deformazione criticafrattde e,
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Figura 2. Localizzazione frattale della deformazione (a) ed effetto di scala sullo spostamento
critico wg (b).

Sa Dg = 1-d; = In2/In3 = 0.6391 la dimensone della proiezione delle sezioni danneggiate.
Essendo D, compreso tra 0 e 1, anche il relativo decremento d, rispetto al’ unita sara compreso tra
gli stess vadori. Lo spostamento critico w,, puo essere calcolato come prodotto della deformazione
nominde e; per la lunghezza b della barra, sebbene queste Sano solo quantita fittizie, essendo la
lunghezza della zona danneggiata tendente a zero dl’ aumentare ddlla risoluzione. In accordo con la
geometria frettae del problema in esame, lo spostamento w,;. andra piul redlisticamente computato
come prodotto della misura frattale dell’ insieme di Cantor per ladeformazione critica frattale e/

W, = ecb = et % &)

La deformazione critica fratde e, rappresenta il vero parametro invariante di scda ed e
caratterizzato da dimensioni non intere ([L]*(dy)). La (3) definisce lalegge di potenza che regola lo
scaling dello spostamento critico w,, giustificando da un punto di vista teorico |'innalzamento della
coda dedlla legge coesiva dl’ aumentare ddlla dimensione srutturde [4]. Sul piano bilogaritmico di
figura 2b, la relazione (3) é rappresentata da una retta con pendenza postiva pari a (1-dg).
L’infragilimento della risposta strutturde viene evidenziato anche da decremento della deformazione
criticanominae e, dl’ aumentare della dimensione:

e =egb de 4



L’ esponente d,, € legato a grado di disordine del processo di danneggiamento: minore € dg, pit
diffuso € il danno. In particolare, per de =0, e, assume le dimensioni di una classca dilatazione: §
ha dunque rottura quaora la deformazione raggiunga il suo vaore critico (danneggiamento diffuso,
materiae duttile). Viceversa per dg = 1 (localizzazione dd danno su una singola sezione, materide
fragile), la rottura occorre quando lo spostamento raggiunge il valore critico w, che, in tal caso,
indipendente dalla scaa (come nel modello di Hillerborg).
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Figura 3. Dominio frattale di dissipazione (a); effetto di scala sull’ energia di frattura G- (b).
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Ancheil terzo parametro caratterizzante la legge coesiva— I’ energia di frattura G- — & soggetto ad
effetti di scda Numerose prove sperimentali hanno mostrato come I’energia di frattura cresca
al’aumentare ddla dimensone grutturde. Coerentemente con le ipotes esposte nel due paragrefi
precedenti, I’energia nel corso del processo di rottura verra dissipata sulle infinite sezioni lacunari su
cui 9 locdizza la deformazione. In dtre parole, la doppia locdizzazione, trasversale (di sforzo) e
longitudinde (di deformazione), che S manifesta d raggiungimento de carico massmo, fa s che il
processo di softening vada descritto in funzione della tensgone e ddla deformazione frattdi;
gengrdizzando la(2) ela(3) ad un livelo di carico quasad, S ha

s=s'bUs w=e bt de )

Diversamente da s, e w,, I'energia di frattura € una quantita integrde: 6 g :d)’vcs dw. Le

relazioni (5) consentono di evidenziare |’ effetto della dimensone Strutturale su G

*

e Lde-de %k x4 do-d
cp= ¢5 dw=bt de I 35"de" = fpl" de- Us (6)
0 0

Lalegge di potenza (6) descrive lo scaling di G- ed € una conseguenza del dominio frattale A su cui
ha luogo la disspazione. S indichi con Dg = 2 + dg3 2ladimensionedi A”. Il lavoro W necessario
per rompere il provino puo esprimers come segue:

W =6 pAy =6 FA" ™

Ay = b* e G sono solo quantita nomindi: i vaori effettivi di area ed energia di frattura tendono
ripettivamente a infinito e a zero. Al contrario, A* e G=* sono le vere variabili rispettivamente



geometrica e fisca de problema, indipendenti ddla risoluzione di misura. La prima ha misuradi
Hausdorff A" » b"\(2+dg), mentre G=* hadimensione [FL][L]*—~(2+d) e viene chiamata energia di
frattura frattale. Dalle (6) e (7) e possibile esprimere dg in funzionedi dg e dg Ovvero evidenziare
lardazione che sussgefrai tre esponenti di scaling:

ds +de+d; =1 )

| tre esponenti della (8) sono tutti postivi: mentre dg pud assumere tutti i vaori compres
ndl'intervalo [0,1], d5 e dg sembrano essere compres tra O ed 1/2 (disordine browniano).
L'equazione (8) dabilisce un limite al massmo disordine riscontrabile nd  processo di
danneggiamento: in particolare conferma che la somma (g + dg) € minore o ugude a 1, come
precedentemente affermato da Carpinteri [8] in base dl’ andis dimensonae.

Nel corso degli ultimi anni sono Sati ipotizzati divers moddli frattai d fine di spiegare I’ effetto di
scda aull’energia di frattura Tutti hanno in comune I'ipotes di un dominio di disspazione con
dimensione maggiore di due, Sa una superficie particolarmente rugosa [7] o una fessuracon
infinite ramificazioni [13]. Numeros rilevamenti hanno inoltre verificato la natura frettae (autoaffine)
ddle superfici di frattura (dette anche invasive, poiché con dimensoni superiori a qudle
topologiche). Al fine di evidenziare il dominio di disspazione previsto dd presente modello, S ipotizzi
per semplicita una lacunarita di tipo cantoriano, Sa longitudinde (D = IN2/IN3) che trasversdle (Dg =
1+In2/In3). L’'insdeme sul quae s disspa I'energia € dato dd prodotto cartesano dei due indemi
lacunari; la sua intersezione con un piano pardleo dl’asse longitudinde € modrata in figura 3a (la
cosiddetta polvere di Cantor), mentre la sua dimensone € pari dla somma ddle dimensoni degli
ingemi lacunari:

D; =Dg +Dg ©)

dacui Dg = 1+2in2/In3 = 1+ n4/In3. Anzitutto S noti che larelazione (9) € ddl tutto equivdente dla
(8). In secondo luogo, 9 ossarvi che la polvere di Cantor ha la stessa dimensione di Hausdorff della
curva di von Koch (fig. 3a), usuamente assunta come archetipo di superfici estremamente rugose.
Cio dimodtra come il presente lavoro sSa in accordo coi risultati precedentemente trovati da
Carpinteri & Chiaia [7]. In dtre parole, il processo di danneggiamento previsto dd modelo ddla
banda frattale & equivadente a quelo ddlaformazione di una superficieinvasiva.

3. Legge coesiva invariante di scala

La relazione (6) evidenzia come I'energia di frattura frattdle G=* coincida con I'area sottesa d
diagramma teng one frattae- deformazione frattae che caratterizzail softening (fig. 4b):
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Figura 4. Legge lineare elastica (a) e legge coesiva frattale (b).



dp=gcs de’ (10)

A causa ddla natura frettale ddla locdizzazione dd danno, il ramo di softening deve essere
descritto in termini di tensoni e deformazioni frattali. Mentre la parte del materide non danneggiata
subisce uno scarico elagtico, la parte danneggiata viene caratterizzata dalla diminuzione di s* das )"
a0 mentre €* crescedaOae, . Il diagrammas *- €* definisce lalegge coesiva invariante di scala
(o frattale). Contrariamente ala classca legge coesva, i cui parametri risultano dipendere
spoerimentalmente ddla dimensione drutturale, la legge coesiva frattae risulta essere una proprieta
esclusva dd materide.

Recentemente van Mier & van Vliet [4] hanno effettuato esperimenti di trazione su provini a
clessdra in un ampio intervalo di scae (1:32). Eccetto che per i provini piu piccoli, ove insorgono
dtri tipi di fenomen, hanno trovato che “dl’ aumentare ddla dimensione, il picco della legge
coesiva decresce mentre la coda S dza'. In dtre parole, s, decresce mentre w,, cresce. Rt in
particolare W, cresce in maniera pill marcata in quanto nel contempo S riscontra un aumento
dell’ area sottesa, cioe ddl’ energia di frattura. Come S € modtrato, tutti questi effetti di scala vengono
colti da modello frattale qui € aborato.

Al fine di evidenziare leimplicazioni de modello sulle leggi codtitutive, S ipotizzi per semplicita che
leleggi s-e e s*- € sano linear (fig. 4). S condderino tre provini dello stesso materiade con un
ligament di dimengone rispettivamente by, by, = 204, b = 4by. Se wy, €y € Sy ono i valori
reldivi d primo provino, i diagrammi s-e e s-w del tre provini possono essere traccidti (fig. 5)
nell’ipotes, ad esempio, di dg = 0.2 e d = 0.6 (quindi dg = 0.2). | diagrammi s-e (fig. 53)
assumono cosi un andamento piul fragile al’ aumentare della dimensione, anche se in maniera meno
marcata rispetto d modelo classico. Le tre leggi coesve (fig. 5b) sottostanno agli effetti di scaa
riscontrati davan Mier & van Vliet [4].
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Figura 5. Implicazioni della legge coesiva frattale sui diagrammi s-e (a) es-w (b).
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Figura 6. Diagrammi s- e (), legge coesiva (b) e legge coesiva frattale (c) per provini a
clessidra di larghezza b [mm] [3,14].

S s0no gpplicati infine i concetti esposti a dati sperimentdi ottenuti da Carpinteri & Ferro [3,14]
nel corso di prove di trazione uniasside su provini a clessdra. Relativamente ale prove qui riportate,
hanno giudtificato gli effetti di scda sulla resstenza e sull’energia di frattura in base dla natura



frettale del ligament e della superficie di rottura, trovando i valori 0.14 e 0.38 rispettivamente per dg
e dg In figura 6ab sono riportate le curve s-e e s-w, ove w é o spostamento localizzato nella
banda danneggiata ed e ottenuto sottraendo dlo spostamento totale la quota dovuta ala
deformazione elastica ed anelagtica pre-picco. S hoti come I’ andamento delle curve sperimentdi (fig.
6ab) salo stesso delle curve teoriche (fig. 5ab). Ddlareazione (8) é poi possibile ricavare per deil
vaore 0.48 etracciare quindi le leggi coesive frettai per i divers provini. Come previsto da modello
teorico, tutte le curve tendono a fonders in un'unica legge coesva indipendentemente ddla
dimengione (fig. 6¢).
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