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Sommario

Viene studiato con il metodo degli elementi di contorno il problema assialsimmetrico
dello stato tensionale in una piastra di spessore sottile su supporto rigido, in contatto con
una sfera elastica, ovvero di una piastra compressa tra due sfere uguali. Sono discusse
con particolare riguardo le variazioni delle tensioni di trazione, nell’ottica della
caratterizzazione della frattura per indentazione di piastre in materiale fragile. Al
diminuire del rapporto tra spessore della piastra e dimensione dell’area di contatto
aumentano le tensioni radiali superficiali di trazione e, in misura maggiore, le tensioni
radiali e circonferenziali di trazione al di sotto dell’area di contatto. Tale circostanza
giustifica la modalitd di frattura a sviluppo radiale riscontrata sperimentalmente in
piastre sottili. L’analisi svolta pud interessare diverse applicazioni ingegneristiche, quali
1 rivestimenti anti-usura o come barriere termiche, e fornisce una stima dell’errore
ottenibile approssimando la piastra al semispazio elastico nell’interpretazione di test di
indentazione su componenti sottili.

Nomenclatura

r,0,z coordinate cilindriche con origine nel punto di contatto iniziale

X, Y coordinate cartesiane ortogonali

a raggio dell’area di contatto; caso reale

e raggio dell’area di contatto hertziano, cioé per piastra di spessore infinito
R raggio sfera

E,v modulo di elasticita di Young , coefficiente di Poisson

h, W spessore, € larghezza della piastra

P carico di compressione

p(r) pressione di contatto
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Peo pressione di contatto massima nel caso hertziano

Pmax. Pmed pressione di contatto massima, o media nel caso reale

oy, O3, O3 tensioni principali massima e minima nel piano, circonferenziale
Oy, Op, O3 componenti di tensione nel riferimento cilindrico

UITHEIX!

Gomax» Ozmax  valori massimi delle componenti di tensione

Oy Oy Ozeo  Valori massimi delle componenti di tensione nel caso hertziano
' contorno del dominio

u, t vettori spostamento e tensione

WA & funzioni nucleo per gli spostamenti e le tensioni

[. Introduzione

L’indentazione di materiali fragili costituisce da un lato un valido metodo semi-
distruttivo per misurare le proprieta di difettosita superficiale dei materiali fragili [1], e
dall’altro, un modo per caratterizzare la resistenza alle condizioni di contatto-impatto
[2]. Le applicazioni dei materiali ceramici come rivestimenti anti-usura o come barriere
termiche sono ad esempio fortemente limitate dalla bassa tenacita e resistenza ai carichi
di contatto-impatto. E* molto sentita, pertanto, 1’esigenza di caratterizzare la frattura di
strati sottili applicati su materiali aventi caratteristiche termo-elastiche in generale
differenti. L’indentazione di una strato sottile & anche un metodo recentemente proposto
per misurare qualitativamente 1’adesione dei rivestimenti e una serie di studi di
simulazione, in genere agli elementi finiti, di indentazione su rivestimenti in varie
condizioni sono apparse nella letteratura scientifica [3,4,5].

I primi esperimenti sulla frattura di materiali fragili in condizioni di contatto normale
furono condotti da Hertz [6] e Auerbach [7] su vetri caricati con piccole sfere d’acciaio.
Si osservo che il carico critico per produrre il cono di frattura era, in una vasta gamma di
casi, direttamente proporzionale al raggio della sfera, nonostante che il massimo della
tensione di trazione al bordo dell’area di contatto sia proporzionale al quadrato del
raggio. In prima istanza il fenomeno fu spiegato sulla base della maggiore probabilita di
trovare un difetto critico in un’area di dimensioni maggiori [8]. Piti recentemente Lawn
[9,10] e Mouginot et al. [11] hanno dato un inquadramento teorico del problema
nell’ambito della teoria della meccanica della frattura lineare elastica e la conferma della
dipendenza lineare nel caso delle superfici abrase, dove al contrario le ipotesi
probabilistiche indicherebbero I’esistenza della dipendenza quadratica. In base a quanto
determinato da Lawn e Mouginot, al raggiungimento delle condizioni critiche si ha lo
sviluppo di una superficie conica di frattura nella zona ad elevata tensione radiale,
appena oltre il bordo di contatto, ed un successivo arresto della frattura per
un’estensione che dipende dalle dimensioni iniziali dei difetti superficiali. Inoltre, ad
una fase di propagazione instabile succede una fase stabile in cui la dimensione del cono
di frattura & funzione del solo carico applicato. '

Per strati elastici di lunghezza indefinita (nella letteratura anglosassone “strip” nel caso
2D e “slab™ nel caso 3D) Sneddon [12] ha espresso gli spostamenti dovuti a carichi
qualsiasi in termini di integrali di Fourier. Molti autori in seguito hanno affrontato vari
problemi di contatto con la tecnica delle trasformate di Fourier, e in particolare:
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Barovich et al. [13] il problema per uno strato elastico su substrato di proprieta elastiche
differenti, caricato da una distribuzione ellittica di pressioni ; Conway et al. [14],
utilizzando una discretizzazione delle pressioni di contatto in elementi costanti ; Bentall
et al. [15] e poi Nowell et al. [16,17] utilizzando una particolare discretizzazione ad
elementi triangolari che si sovrappongono per ottenere distribuzioni lineari a tratti,
relativamente al solo caso 2D. Jaffar [18] ha affrontato il caso del contatto senza attrito
tra una sfera rigida e una strato sottile incollato o meno a una fondazione rigida
impostando equazioni integrali di Fredholm. Per una piastra compressa tra due sfere, Tu
[20,21] imposta il problema della determinazione delle pressioni di contatto in termini
di equazioni integrali. Matthewson [22] studia il caso di piastra caricata da una sfera
rigida, fomendo un metodo approssimato per calcolare le tensioni medie nello spessore
della strato elastica.

Si rileva che, per quanto a conoscenza degli autori del presente studio, non esistono
studi sistematici sulle distribuzioni di tensioni interne, di fondamentale importanza nello
studio dei meccanismi di rottura in tali condizioni.

Pertanto, gli autori hanno ritenuto di intraprendere lo studio completo dello stato
tensionale in un problema di contatto di una piastra su supporto rigido senza attrito
caricata da una sfera, al variare del rapporto a/h tra raggio dell’area di contatto e
spessore della piastra, secondo lo schema riportato in Fig.1.

Z

W

Fig. 1 - Geometria e sistema di riferimento per il problema in esame

Si riportano per completezza alcune formule per il caso hertziano, per dettagli si veda ad
esempio il testo di Hills [23] . Se definiamo a.. il valore hertziano del raggio di contatto
tra una sfera di raggio R e il semispazio elastico sotto un carico P (i pedici “1” e “2” si
riferiscono a sfera e semispazio, rispettivamente)

3PR 1/3
O, ==
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la pressione all’interno dell’orma di contatto vale nel caso hertziano

p(r)= pgm(a2 -rz)mfa

ove
3P
.= @)
< 2m a?
Lo stato tensionale superficiale complessivo ¢ descritto da:

- all’interno dell’area di contatto
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2. Metodo di analisi

Nel presente studio si fa uso dell’algoritmo iterativo di contatto di A.A.Becker [24] (la
procedura incrementale non & richiesta stante 1’ipotesi di assenza di attrito) basato sul
metodo degli elementi di contorno, che riportiamo brevemente.

Il legame tra lo spostamento di un punto p (interno) di applicazione di un carico
unitario, e gli spostamenti e le tensioni sul contorno I', descritto dal generico punto O , &
costituito dalla ben nota identita di Somigliana

0 (p) + [T(p,Q)-u;(Q)-dr(Q) = [U;(p,Q)-4;(Q)-dr(Q) (5)
r r

dove u e t sono componenti rispettivamente dei vettori spostamento e tensione; Ue T
sono funzioni nucleo derivate dalle soluzioni fondamentali (rispettivamente per gli
spostamenti e per le tensioni) del caso di riferimento. Un set di equazioni algebriche ¢
costruito discretizzando il contorno in nodi ed elementi con opportuna funzione di
forma, prendendo ogni nodo del contorno come “sorgente” p e affrontando
numericamente 1’integrazione con le formule standard di Gauss, pervenendo a
(A []=[B][1] (6)
In un problema misto convenzionale, per avere un’unica soluzione, devono essere
applicate le corrette condizioni al contorno, per cui portando le variabili al primo
membro e i termini noti al secondo si ottiene un sistema del tipo
[€]-[x]=[d] ™
in cui nel vettore incognito [x], cosiccome nel termine noto [d], compaiono termini sia
di tensione che di spostamento. In un problema di contatto, invece, ognuno dei due
domini a contatto (indicati con gli apici 1 e 2) viene trattato separatamente per formare
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le matrici [A] e [B], che sono successivamente rielaborate per soddisfare le condizioni
di compatibilita al contatto, ovvero
x ul) = x@ 4 u,[f}

1 1 P 2
y® 4 uld = y@ 4@

(adesione) (D @ (8a)
X X
() _ _4+(2)
y'=-t
(0 = 0
2 1
t® = O
(slittamento) {12 = —t{" (8b)
1) _ (2
o) = @
o = u® 4 5,

ove n e t sono le direzioni normale e tangenziale, rispettivamente, §,. & lo slittamento
relativo tra due nodi in direzione tangenziale, p ¢ il coefficiente d’attrito. Il numero di
equazioni rimane uguale a quello delle incognite, permettendo cosi un’unica soluzione.
Questo non vuol dire pero che si tratti della soluzione del problema, in quanto devono
essere soddisfatti alcuni controlli, ovvero

- che non vi sia compenetrazione al difuori dell’area di contatto

- che non vengano trasmesse trazioni dal contatto

- che non sia violata la legge dell’attrito coulombiano.

11 processo iterativo continua finché tali controlli non vengono superati, con il vantaggio
che le matrici [A] e [B] di ogni dominio non cambiano, e quindi I’integrazione, che
com’¢ noto € una parte particolarmente dispendiosa dell’intero processo di calcolo,
viene eseguita solo 1 volta.

3. Modelli numerici e risultati

II caso studiato € quello di una piastra di larghezza molto maggiore dell’area di contatto
(a/W=1/20) in contatto con una sfera elastica nell’ipotesi di piccole deformazioni
(a/R=1/12). Le costanti elastiche sono state scelte pari a quelle dell’acciaio (E;=210
Gpa, v;=0.3) per la sfera e del vetro (E;=70 Gpa, v,=0.22) per la piastra.

E’ stato predisposto dapprima un modello di riferimento (cioé hertziano) con a./h=1/20,
per poter confrontare la soluzione numerica con quella analitica, e quindi tarare la
discretizzazione dei modelli in modo da avere risultati sufficientemente accurati.

Poiché per le pressioni di contatto non & particolarmente difficile ottenere un ottimo
accordo con la teoria, si € tarato il modello sulla base della tensione radiale superficiale
al di fuori dell’area di contatto. In fig.2 & riportato l’'accordo ottenuto con una
discretizzazione della piastra (caricata con le pressioni hertziane) di 81 elementi
quadratici. Il risultato ottenuto ¢ eccellente eccezion fatta per il picco di tensione radiale
nella zona immediatamente al di fuori dell’area di contatto, ove d’altronde, Nowell e
Hills [17] utilizzando le trasformate di Fourier riportano la comparsa del fenomeno di
Gibbs, ossia I’insorgenza di un salto nella soluzione numerica. In ogni caso, eseguendo
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Fig.2 - Soluzione numerica per piastra spessa (a-/h=1/20) . tensione radiale
superficiale. (a/R=1/12 ; E;=210 GPa, E;=70 GPa; vi=0.3, v»=0.22)
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Fig.3 - Pressioni di contatto: (A) rispetto al caso sfera-semipiano ; (B) rispetto ai valori
attuali. (a/R=1/12 ; E;=210 GPa, E;=70 GPa ; v;=0.3, v»=0.22)
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un’estrapolazione ai minimi quadrati con una funzione 1/r*, si ottiene una stima
sufficientemente accurata di tale picco di tensione.

Successivamente si sono studiati i1 casi di piastra via via piu sottile a, /h=1/5, 1/2, 1, 2,
4, o, Si noti che il caso limite a,,/h=c0 corrisponde al contatto sfera-sfera.

Nelle fig.3 & mostrata la variazione della distribuzione di pressione in tali casi,
rapportando la scala delle ascisse una volta ai valori hertziani di riferimento (A), e una
volta ai valori attuali caso per caso (B). Dalla prima, si ha modo di osservare la
variazione dei massimi della pressione e dell’area di contatto, dalla seconda la non-
ellitticita della distribuzione delle pressioni nei casi di spessori molto sottili.

La variazione della pressione massima e dell’area di contatto al variare dello spessore
della piastra & mostrata in fig.4 per il caso in esame, insieme alla variazione del
massimo della o,. Per tale grandezza, si ha un incremento massimo rispetto al caso
hertziano di circa 1’83%, in corrispondenza di h/a,=0.5, per poi avere |’altro valore
hertziano, corrispondente al contatto sfera-sfera di stesse proprieta elastiche. Da notare
ancora che, per una piastra “moderatamente sottile” (h/a.=2) le pressioni di contatto
sono praticamente pari a quelle hertziane, il valore del massimo della o, & invece gia
significativamente diverso, ovvero pari a circa 30% in piu dell’hertziano.

3.1 Stato tensionale interno - modi di frattura

E’ noto che, per piastra spessa, la frattura si localizza in prossimita dell’area di contatto,
a partire dalla superficie per poi allargarsi e formare il “cono hertziano”. Si é ritenuto
pertanto discutere il caso di “moderatamente sottile” (h/a,=2), per valutare I’effetto di
una distribuzione ellittica (hertziana) di pressioni sulla piastra sottile.

In fig.5 & rappresentato I’andamento della tensione radiale o, in superficie al di fuori
dell’area di contatto (rapportata al valore massimo hertziano) per vari casi di spessore
della piastra. Si noti il notevole incremento del picco di trazione, cui corrisponde pero
una riduzione dell’estensione della zona in trazione. Esiste inoltre un punto in cui la
tensione radiale scende al di sotto della curva relativa alla piastra spessa, e tale punto si
avvicina al bordo del contatto al diminuire dello spessore della piastra. Per una piastra
“moderatamente sottile” tale punto & perod ancora piuttosto distante dall’area di contatto
(ad r/a=3), per cui si pud asserire che la tensione radiale é praticamente sempre
superiore al caso hertziano, mentre per h/a.=0.5 si ha I’inversione gia ad r/a=1.3.

Le figg.6 e 7 mostrano come le tensioni radiali per una piastra “moderatamente sottile”
variano nell’area immediatamente al di sotto della superficie. Dai diagrammi iso-
tensione poi (fig.8) risulta che nella piastra sottile, ad una certa profondita (per valori di
z/a> 1.5 e di 1.5<r/a< 2.5), si ha un cambiamento di segno, ossia si passa alla
compressione, mentre nel caso hertziano la tensione principale massima continua a
scendere senza invertirsi di segno. Tale zona di compressione, ovviamente, tende ad
ostacolare la propagazione del cono di frattura nelle piastre sottili.

In condizioni quasi-statiche e in presenza di difetti distribuiti in modo statisticamente
uniforme, a maggior ragione in presenza di difetti di maggiori dimensioni in superficie,
diventa critico per primo un difetto in superficie in prossimita del bordo di contatto,
essendo immerso nel campo radiale di trazione, che attiva il modo tipico di frattura
conica. Per attivare invece altri modi di frattura, per esempio quello dovuto alla
presenza di tensioni circonferenziali al disotto della zona di contatto (che hanno nel caso

465



alaa

4] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5

h/a
Fig.4 - Pressione massima, dimensione dell'area di contatto, e massimo della tensione
radiale al variare dello spessore della piastra. (a/R=1/12 ; E;=210 GPa, E;=70 GPa ;

L] =0.3, V2=0.22)
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Fig.5 - Andamento della tensione radiale superficiale, al variare dello spessore della
piastra. (a/R=1/12 ; E;=210 GPa, E;=70 GPa; v;=0.3, v,=0.22)
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Fig.6 - Tensione radiale al disotto della superficie : piastra spessa (a-/h=1/20) ;
(a/R=1/12 ; E;=210 GPa, E;=70 GPa ; v;=0.3, v;=0.22)
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Fig. 7 - Tensione radiale in superficie e al disotto della superficie : piastra sottile
(a/h=2). (a/R=1/12 ; E}=210 GPa, E;=70 GPa ; v;=0.3, v,=0.22)

hertziano un massimo pari a circa I’ 1.7% della pressione media di contatto, ossia circa
10 volte inferiore al massimo della tensione radiale) & necessario un valore di carico
elevato, che si realizza piu facilmente in condizioni dinamiche che statiche. Per una
piastra “moderatamente sottile”, tuftavia, (vedi fig.8) si riscontra un notevole
incremento della zona in trazione circonferenziale, pari a circa 4 volte il valore
hertziano, rispetto all’aumento dell’ 83% del picco di tensione radiale. Eventuali cricche
presenti in questa regione sono soggette ad una trazione biassiale (o1, ¢3) di valore
circa costante lungo tutta la loro lunghezza. E’ probabile quindi che I’importanza
reciproca delle due modalita di frattura sia notevolmente alterata nel caso di piastra
sottile.

3.2 Indagine sperimentale

Una verifica sperimentale della modalita di frattura & stata effettuata su piastre in vetro
sodico-calcico di spessore 12mm. Per poter agevolmente ottenere dei rapporti h/a.
sufficientemente bassi si & preferito ricorrere a penetratori a faccia piana, il cui effetto
risulta qualitativamente analogo a quello di una sfera di elevato diametro, come si &
potuto verificare nel corso di un lavoro in corso di pubblicazione [25].

Per le prove si sono realizzate attrezzature di carico da applicare ad una macchina di
prova universale di tipo INSTRON 1130 che utilizzano come penetratori rulli cilindrici
di cuscinetti volventi di produzione commerciale di diametro pari a 3 ¢ 12mm, in modo
da ottenere h/a., pari a 8 e 2, rispettivamente. Le superfici dei campioni sono state abrase
con carta abrasiva (N120) per generare una difettosita superficiale pronunciata e
uniforme. Nel caso di h/a,, elevato, si sono ottenuti al raggiungimento della condizione
critica (alla velocitd minima della traversa, pari a 0.05 mm/1’) dei coni hertziani come
quello mostrato in fig.9a, sviluppati, in genere, fino a raggiungere la base della piastra
stessa. Nel secondo caso, invece, al raggiungimento della condizione critica, si
ottengono sempre due modi di frattura: quello conico, caratterizzato da angoli di
apertura del cono molto bassi, e quello radiale (dovuto alle tensioni circonferenziali),
caratterizzato da un numero variabile di superfici di frattura (fig.9b).
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Fig.8 - Curve isolivello delle tensioni principali: (A) a./h=1/20 ; (B) a-/h=1/2.
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(4) (B)

Fig.9 - Aspetto tipico delle piastre di vetro di spessore |2mm, fratturate per contatto
normale con penetratori cilindrici a faccia piana: (A) a-/h=1/8 , formazione di un cono
hertziano parziale (probabile presenza di tensioni residue, dissimmetrie di carico, o di
difettosita nel vetro; (B) a./h=1/2, formazione parziale di un cono a basso angolo di
apertura, e di 4 fratture radiali.

4. Conclusioni

E’ stato studiato il contatto assialsimmetrico tra una sfera elastica e una piastra, di
materiale meno rigido, appoggiata su un supporto rigido senza attrito (ovvero di una
piastra compressa tra due sfere uguali). Sono stati forniti i diagrammi delle pressioni di
contatto al variare dello spessore della piastra tra i due estremi hertziani di contatto
sfera-semispazio e sfera-sfera. Si sono riscontrati notevoli incrementi delle tensioni di
trazione, principalmente responsabili delle fratture fragili, gia per piastre
“moderatamente sottili”, ossia aventi rapporto tra spessore e raggio dell’area di contatto
pari a 2. In questo caso le pressioni di contatto rimangono sostanzialmente invariate
rispetto al caso di contatto sfera-semispazio, mentre le tensioni radiali superficiali
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all’esterno dell’area di contatto, e ancora di pit, le tensioni circonferenziali e radiali al
di sotto di tale zona, sono significativamente incrementate. Tali incrementi sono
responsabili della differente modalita di frattura delle piastre sottili, rispetto alle spesse,
come si ¢ potuto verificare per via sperimentalmente. L’analisi svolta dimostra che
I’errore ottenibile approssimando la piastra al semispazio elastico & elevato anche per
piastre “moderatamente sottili”, ossia per rapporti tra spessore e dimensione dell’area di
contatto pari a circa due, anche se in tale caso le pressioni di contatto risultano essere
praticamente quelle hertziane.
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