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SOMMARIO

Il comportamento non lineare a trazione di alcuni materiali come
il calcestruzzo, le rocce, i laterizi ed altri & caratterizzato
da incrudimento negativo (strain-softening). Si tratta di mate-
riali instabili secondo Drucker ai quali non sono applicabili i
classici teoremi della plasticitd. Uno dei modelli pid usati in
questo campo & quello della fessura coesiva. In molti casi esso
€ in grado di interpretare i risultati sperimentali sia in ter-
mini di carico massimo sia di traiettoria della fessura. Per
particolari valori delle condizioni al contorno, possono presen-
tarsi alcuni punti singolari:

(a) la perdita di definitezza positiva della matrice di

rigidezza tangente,
(b) la indeterminazione delle direzioni principali di ten-
sione nell’estremo della fessura fittizia.

Il primo punto singolare pud essere superato mediante la tecnica
della decomposizione del valore singolare, il secondo mediante
il criterio della massima dissipazione energetica. Nel presente
lavoro si assume, come esempio, la simulazione numerica di prove
sperimentali di frattura eseguite su modelli intagliati di diga
a gravitda. In questo caso, nel primo punto singolare si conserva
1’unicitd della soluzione mentre, nel secondo, si manifesta una
biforcazione nel percorso di equilibrio. Il carico massimo
risulta determinabile univocamente mentre, per quanto riguarda
la traiettoria della fessura, sono possibili pid soluzioni.
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1. INTRODUZIONE

I materiali disordinati e fragili come il calcestruzzo, le
rocce, i ceramici ecc. contengono un gran numero di difetti e
microfessure. Sottoponendo questi materiali ad elevati sforzi di
trazione, si verifica una interazione tra i processi di crescita
delle microfessure che provoca la localizzazione della deforma-
zione in una banda molto stretta, dove avviene 1la dissipazione
di energia, mentre il materiale, al di fuori di questa banda, si
comporta in modo elastico lineare. Secondo i concetti della mec-
canica del continuo, si pud dire che in questa banda, chiamata
zona di processo, si verifica una riduzione di capacitda portante
(6 < 0) come conseguenza di un incremento di deformazione anela-
stica (€ > 0) (il punto indica derivazione rispetto al tempo) .
Questo fenomeno, chiamato incrudimento negativo (strain-soften-
ing) rappresenta una violazione del postulato di stabilitd di
Drucker [1]. La classica teoria della plasticitd risulta pertan-
to inapplicabile. Maier ed altri [2,3,4], studiando le conse-
guenze di questa violazione, mostrarono come, anche in assenza
di effetti instabilizzanti di tipo geometrico, si possano mani-
festare i fenomeni seguenti

- perdita di stabilita’ in controllo di carico (snap-throu-
gh),

- perdita di stabilita’ in controllo di spostamento (snap-
back),

- biforcazione del percorso di equilibrio,

- dipendenza patologica dei risultati dal tipo di reticolo
usato nell’ analisi numerica.

E’ importante osservare che, mentre il materiale nella zona di
processo si trova in fase post-critica, la struttura nel suo
insieme pud trovarsi ancora in fase pre-critica, non avendo
ancora raggiunto il carico massimo. Per questo motivo, nonostan-
te le difficoltd menzionate, la presa in conto dell’incrudimento
negativo risulta un passo indispensabile per definire un modello
meccanico in grado di prevedere la massima capacita portante di
una struttura ed altri parametri di risposta di interesse appli-
cativo. In questo contesto, per superare le difficolt3d incontra-
te applicando la teoria della plasticitd nello studio della pro-
pagazione della fessura nei metalli, Barenblatt [5] e, indipen-
dentemente, Dugdale (6], proposero il modello coesivo.

Successivamente Hillerborg ed altri [7] proposero la legge di
incrudimento negativo usata nel presente lavoro, sotto il nome
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di “modello della fessura fittizia”. Quest’ultimo & stato appli-
cato principalmente al calcestruzzo, attraverso un programma di
calcolo numerico basato sul metodo degli elementi finiti.
Successivamente, applicando il modello della fessura coesiva a
problemi di Modo I (Carpinteri [8,9]) e di Modo Misto (Modo I e
IT) (Carpinteri ed altri ([10,11,12], Bocca ed altri [13]), &
stato possibile spiegare la transizione da un comportamento dut-
tile ad uno fragile variando solamente la dimensione del provino
€ conservando inalterati il materiale e tutti i rapporti geome-
trici. Questo fenomeno pud essere messo in relazione ad un rap-
porto adimensionale, chiamato numero di fragilitd s; [8,9], che &
funzione delle proprietd del materiale e delle dimensioni strut-

turali.

2. IL MODELLO DELLA FESSURA COESIVA

Il modello della fessura coesiva & basato sull’ipotesi che, come
continuazione della fessura reale, si formi una fessura fittizia
(chiamata anche zona di processo) dove il materiale, sebbene
danneggiato, & ancora in grado di trasmettere degli sforzi.
Questi ultimi sono funzioni decrescenti della discontinuitd di
Sspostamento, come mostrato in fig.1l.
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Fig. 1: Il modello coesivo Fig. 2: Doppia legge
rappresenta la zona di processo costitutiva. (a): per il
come un'estensione fittizia della materiale integro, (b)
fessura reale. per la fessura fittizia.
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Si pud quindi affermare che il modello coesivo & basato su una
doppia legge costitutiva: la prima si applica al materiale inte-
gro ed & la classica relazione elastica lineare tra tensioni e
deformazioni (fig.2a), mentre la seconda si applica alla zona di
processo e pud essere assunta come una relazione lineare tra le
tensioni di richiusura, o,, e gli spostamenti mutui di apertura
w  (fig.2b). Questa seconda legge trascura le componenti tangen-
ziali agenti sulla fessura fittizia (1, = 0) e richiede che la
discontinuitd di spostamento w_  sia funzione crescente del tempo
(w, > 0). Si tratta di una ipotesi di prima approssimazione che,
tuttavia, & sufficiente ad interpretare molte prove di laborato-
rio. A questo proposito & importante osservare che le condizioni
di vincolo e di carico, relative alle prove di laboratorio, sono
studiate in modo che lo spostamento relativo di apertura del-
1’intaglio sia una funzione monotona crescente del tempo. Essa
viene infatti assunta come variabile di controllo delle prove.
Per le strutture analizzate, questa condizione di monotonia,
richiesta per motivi sperimentali con riferimento alla bocca
dell’intaglio, si estende a tutti i punti della fessura fitti-
zia, con notevole semplificazione del modello meccanico (vincolo
olonomo) .

2.1 LE EQUAZIONI DI EQUILIBRIO

Poiché entrambe le leggi costitutive di fig.2 sono di tipo
lineare, utilizzando il metodo degli elementi finiti e assumendo
come incognita gli n spostamenti nodali u, & possibile imporre
l’equilibrio attraverso il principio dei lavori virtuali nel
modo seguente

Iu = F1+ lr:' (1}

dove

L : matrice simmetrica (n x n) assemblata partendo dai
contributi relativi ad entrambe le leggi costitutive,

F,: vettore dipendente da o,, {;, ¢ definiti in fig. 1,
F,: vettore dei carichi esterni,

A : moltiplicatore del carico esterno.

Poiché la discontinuitd di spostamento pud essere presa in conto
solo all’interfaccia tra due elementi, poich&' in generale 1la
traiettoria della fessura non & nota a priori, €& necessario
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modificare una porzione del reticolo di elementi finiti ad ogni
passo di crescita della fessura. Questa modifica & ottenuta
mediante la rototraslazione di una rosetta di elementi finiti
(figure 3 e 4) con conseqguente generazione automatica di una
parte del reticolo. La lunghezza della fessura fittizia ({;) e’
sicuramente una funzione monotona crescente del tempo durante il
processo irreversibile di avanzamento della fessura. Per questa
ragione, come suggerito da Carpinteri e Valente [10], essa viene
assunta come variabile di controllo nelle simulazioni numeriche.

: Ly
Fessura 3 03
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fittizia \b’#’#k X
s

Fig. 3: Ciascuno dei punti A e Fig. 4: Due posizioni conse-
B pud essere assunto come estremo cutive dell’estremo della
della fessura fittizia. fessura fittizia.

Se la matrice L risulta non singolare, la presa in conto delle
equazioni di equilibrio rende gli spostamenti funzioni solamente
di A ed € :

u = u(A,l) o= 0o(A,¢L). (2)
Sono quindi necessarie due ulteriori equazioni per determinare A

efr.

2.2 LA CONDIZIONE DI AVANZAMENTO DELLA FESSURA FITTIZIA

I1 modello coesivo & basato sull’ipotesi che la fessura fittizia
si propaghi ortogonalmente alla tensione principale di trazione
nel punto dove essa raggiunge la resistenza a trazione del mate-
riale, o,. In questo punto, chiamato estremo della fessura fitti-
zia, (abbreviato eff) vale quindi la segquente equazione:
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_[(0x + 0O i 2 2 .
oeff = (_‘2""'1" + EJ(UK - 'U,’,) + 4T )Eff = Gu. (3}

2.3 LA CONDIZIONE DI AVANZAMENTO DELLA FESSURA REALE

Nelle prime fasi del processo evolutivo 1l’estremo della fessura
reale coincide con 1’intaglio (., = 0). Successivamente, quando
la discontinuitd di spostamento W, raggiunge il valore critico
W.cr l’estremo della fessura reale avanza. La condizione in
oggetto pud quindi essere scritta nel modo sequente :

wn(fr) < w, per { . =0 oppure w.(f) = w, per £ > 0. (4)

La (3) e la (4) sono le due equazioni necessarie a determinare
le incognite A ed f. indicate nella (2). Esse sono di tipo non
lineare e, nel presente lavoro, sono state risolte con procedi -
mento iterativo, mediante successive linearizzazioni [15]) (meto-
do di Newton-Raphson).

2.4 I CONTROLLI NECESSARI AL TERMINE DI UN PASSO DI CRESCITA
DELLA FESSURA

Dopo aver concluso il calcolo iterativo della lunghezza della
zona di processo ({; — £ ), essendo noto il campo degli spostamen-
ti e delle tensioni, & necessario effettuare i seqguenti control-
1li:

w > 0 per { < s <, (3)

O, ¢ 0, ovunque nel solido, (6)
dove O, Trappresenta la tensione principale di trazione. Il
significato della disequazione (5) & stato discusso nell’intro-
duzione. Una violazione della (6) pud comportare la nascita di
una nuova fessura. A questo punto la variabile di controllo L,
viene incrementata di una quantitd predeterminata, Al, (fig.4),
nella direzione indicata dal criterio della massima tensione
principale di trazione:

X

1 5 8
%, = —arctan| ———|. (7)
2 Ox — Oy 5
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3. I PUNTI DI BIFORCAZIONE DEL PERCORSO DI EQUILIBRIO

Come anticipato nell’introduzione, il materiale in oggetto
risulta instabile secondo Drucker. Per questo motivo non valgono
i classici teoremi della plasticitd ed € quindi necessario ana-
lizzare, caso per caso, le proprietd della risposta strutturale.
In quanto segue si fa riferimento a condizioni di vincolo e di
carico studiate sia dal punto di vista numerico sia da quello
sperimentale.

3.1 LA SINGOLARITA DELLA MATRICE L

Poiché la matrice L include i contributi della zona di processo,
il suo pill piccolo autovalore & funzione decrescente di /. e cre-
scente di f_ . Durante l'analisi evolutiva queste due opposte ten-
denze possono dare luogo a punti singolari (@, = 0, quindi
Det(L) = 0) in dipendenza dalle condizioni al contorno e dal
numero di fragilitd s,. Questo aspetto della risposta del modello
meccanico & stato riscontrato in tutti i casi studiati e pud
essere chiarito da un esempio: la prova di flessione su tre
punti eseguita secondo le raccomandazioni RILEM [16] (Fig.5).

h/2

h/2

4h 4h

ala
-+

e

oy

Fig. 5: Schema della prova di flessione su tre punti
secondo RILEM [16].

In questo caso, per s; = 2-107 la crescita della fessura reale L,
precede 1l’annullamento di «,. Non vi € quindi alcun punto singo-
lare. Riducendo la sola profonditd di intaglio da 0.5h a 0.2h si
ottiene che 1l’annullamento di @, avvenga quando risulta ancora
¢, = 0 ed il carico & vicino al valore massimo. Da quel punto in
avanti la matrice L non risulta pid definita positiva.
Nell’intorno del punto @, = 0, mediante la decomposizione del

valore singolare della matrice L, si pud ricavare 1l'insieme
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delle configurazioni che rispettano l’equilibrio e le leggil
costitutive (eq.l). In questo insieme ci possono essere pid con-
figurazioni che rispettano anche le restanti equazioni (3) e (4)
ed in questo caso si parla di punto di biforcazione del percorso
di equilibrio. In caso contrario, la soluzione si conserva
unica. Dal punto di vista fisico si pud affermare che rientrano
nella prima famiglia alcuni problemi simmetrici che possono
improvvisamente perdere la simmetria oppure alcuni problemi nei
quali si pud manifestare una seconda fessura, in competizione
con la prima. Le prove di flessione su tre punti (fig.5) e quel-
le di taglio su quattro punti (fig.6) rientrano invece nella
seconda famiglia, dove si conserva 1'unicitd della soluzione.
Per un ulteriore approfondimento si rimanda a [14].

{4 36 cm N
1
/ 7 T
% 7 3
=
o
§ 2
=
g / X
Spessore = 10 cm ”@”
. o
36 cm 4

Fig. 6: Schema della prova di taglio su quattro punti
(24° passo) (da Carpinteri et al. 1993).

3.2 LA SINGOLARITA NEL CRITERIO DI DIRAMAZIONE DELLA FESSURA
FITTIZIA

Un secondo punto singolare & rappresentato dall’annullamento del
denominatore nell’equazione (7). In questo caso il cerchio di
Mohr, che rappresenta lo stato tensionale nell’estremo della
fessura fittizia, degenera in un punto e la direzione di cresci-
ta della fessura fittizia risulta indeterminata. Da questo punto
in poi 1l’equazione (7) non & pill applicabile perché prevede
deviazioni angolari eccessive ed oscillanti in segno (*m/2). Per
superare queste difficoltd & utile provare diversi valori di ﬁj
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(variabile definita in fig. 4) e, per ognuno di essi, eseguire
1’intero processo iterativo che porta alla determinazione di lr

Sia ﬁju il valore che rende minimo l}u:
Ajaa(B50) S A30a(05) vy . (8)

La funzione qufﬁj) pud tuttavia presentare piu punti di minimo.
Per questo, nel seguente lavoro, € stato definito un insieme di
possibili direzioni di propagazione

0, = {ﬁj | [1301(85) = Ryea(850)] / Rgen(950) < 0.02}. (9)

La direzione reale di crescita della fessura €& stata assunta
nell’insieme © in modo tale da rendere massima la dissipazione
energetica nella zona di processo ([17,18]:

’
v = tf" [ o(w,)dw, dl; (10)
0.248 m
Spessore: £t = 0.30 m
o, = 3.6 MPa
g, = 1074
= Gg = 184 N/m
o
- Alg = 0.05 m
o]
"
o=
E
wn
iy
|[ o

2.00 m

Fig. 7: Il reticolo di elementi finiti usato per interpretare
le prove sperimentali eseguite su un modello intagliato di
diga a gravitd (20° passo, spostamenti amplificati 300 volte).
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A titolo di esempio si consideri il modello intagliato di diga a
gravita sottoposta a carico idrostatico indicato in fig.7. Per
maggiori dettagli sulle modalitd sperimentali si rimanda ad
[11). In fig.8 sono riportate le funzioni lj per j variabile da 9
a 23. Assumendo come estremo della fessura fittizia il punto A
in fig.3 si ottengono curve con un solo punto di minimo, eviden-
ziato in figura B8a. In questo modo, si ottiene la traiettoria
della fessura indicata con le lettere CA in fig.9, e la curva A-
CcMOD indicata con le lettere CA in fig.10. Il criterio rappre-
sentato dalle equazioni (8), (9). (10), consente di superare le
difficoltd connesse con i valori oscillanti ottenuti con l’equa-
zione (7). Assumendo come estremo della fessura fittizia 1l
punto B in fig.3 si ottengono curve che, per j = 9 presentano
due punti di minimo. In base al criterio della massima dissipa-

A
f A A
0.250 +Cuht 0.250—4 Subt
— 9
::. 10
1 X et
10 12
11 = . .15
—— 12 17
18
13 19
3
14 3
15 0.125+ = 23
i-_-_-__-_._
o —— 16
. 17
— 18
—o— 19
j 20
21
o 22
o— 23
(a) (b)
| | 0 | | ﬁ
1 1 [ L ’_ 1 1 i [l P
-15° -10° -5° 0 5° 10° 15° -15°-10° -5° 0 5° 10° 15°

Fig. 8: Funzioni Ay,; (9) per diversi valori di j, per due posi-
zioni dell’estremo della fessura fittizia: (a) coincidente col
punto A di Fig. 3; (b) coincidente col punto B.
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zione energetica & stato scelto il valore di 9 evidenziato in
fig.8b. In questo modo si ottiene una diversa traiettoria della
fessura, indicata con le lettere CB in fig.9, ed una diversa
curva A - CMOD indicata con le lettere CB in fig.10. In questo
caso si pud concludere che il problema ha unicitd di soluzione
solo nella prima parte della propagazione della fessura, ciod
nel tratto DC. In questa parte & compreso un parametro molto
importante per le applicazioni: il carico massimo.

risultati sperimentali
della prova 2 presentati
da Carpinteri et al. [11]

risultati numerici

Fig. 9: Traiettorie della frattura. DC: criterio dello
sforzo principale massimo [eq. (7)]; CA: eq. (9) e (10)
applicate al punto A di Fig. 3; CB: idem, al punto B.

v 4 — —— risultati sperimentali
— della prova 2 presentati
& , da Carpinteri et al. [11]
0
';,\0.35'
5::’1 risultati numerici
EC

= 0.20
'3;2
ow
~" 0.10
L4 T
w0
0P &

D ] | | M .
0 1-10-4 2:10°4 3-10°4
CMOD / h

Fig. 10: Diagrammi di CMOD adimensionale in funzione
del carico adimensionale. DC: criterio dello sforzo
principale massimo [eq. (7)];CA: eq. (9) e (10) appli-—
cate al punto A di Fig. 3; CB: idem, al punto B.
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4. CONCLUSIONI

- La presa in conto dell’incrudimento negativo (strain-soften-
ing) & un passo indispensabile per prevedere correttamente il
carico massimo ed altri parametri della risposta strutturale.

- Un materiale che presenta incrudimento negativo risulta insta-
bile secondo Drucker. Per questo non sono applicabili i classici
teoremi della plasticitd ed i singoli problemi devono essere
analizzati caso per caso.

- studiando questi problemi con il modello della fessura coesiva
si possono incontrare alcuni punti singolari caratterizzati da
(a): perdita di definitezza positiva della matrice di rigi-
dezza tangente,
(b): indeterminatezza delle direzioni principali di tensione
nell’estremo della fessura fittizia.
Nel caso (a) & utile la decomposizione del valore singolare
della matrice di rigidezza tangente, nel caso (b) & utile 1l'ap-
plicazione del criterio della massima dissipazione energetica.

- Nell'’esempio analizzato nel presente lavoro, nel primo punto
singolare si conserva l’unicitd della soluzione mentre, nel
secondo, si ha una biforcazione del percorso di equilibrio. Il
carico massimo risulta determinabile univocamente mentre sono
possibili pill soluzioni per quanto riguarda la traiettoria della
fessura.
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